
Оптимізаційні задачі з обмеженнями формулюють в такий спосіб. Нехай F(x)– функція, що оптимізується a G(x)– допустима область, в якій «дозволено» шукати набір х, який доставляє F(x) екстремальне значення. Тоді формально завдання може бути записане таким чином: знайти

[image: image1.wmf](

)

(

)

x

F

x

x

G

x

Î

=

min

arg

.



         (4.1)

Тут для визначеності прийнято, що вирішується задача мінімізації. Область G(x) часто формується з використанням сукупності співвідношень типу рівностей:
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(4.2)

При цьому
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Принципово існує два шляхи вирішення задачі (4.1). Перший з них такий. Припустимо, що рівняння зв'язку (4.2) можна розв'язати щодо частини змінних. Тоді, якщо 
[image: image4.wmf](

)

m

n

x

x

x

x

n

>

=

,

,...,

,

2

1

, то можуть бути отримані співвідношення
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(4.3)

Змінні
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 закономірно назвати «незалежними» на відміну від «залежних»»  
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Підставляючи вирази (4.3) у функцію F(x), отримаємо задачу відшукання безумовного мінімуму функції п– т змінних
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(4.4)

Приклад (Завдання Дідони – рис. 1)
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Розв’язання
Відповідно до викладеного виражаємо одну змінну через іншу.
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Максимізуємо F(х1), диференціюючи за х1 і прирівнюючи отриманий вираз до 0.
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Зауважимо, що у реальних задачах вирішити систему рівнянь зв'язку (4.2) щодо частини змінних буває досить складно, котрий іноді неможливо. Тому розглянемо інший шлях розв'язання задачі (4.1).

4.1 МЕТОД МНОЖНИКІВ ЛАГРАНЖА

Введемо функцію
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(4.5)

Тут (i, i=1,2,...,m, – набір невизначених множників Лагранжа. Функція 
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 от п+т змінних називається функцією Лагранжа. Обчислимо і прирівняємо до нуля приватні похідні від цієї функції за х и (=((1,(1,…,(m).
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(4.6)
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(4.7)

Далі зазвичай роблять таким чином. Розв’язуючи систему рівнянь (4.6), виражають змінні (х1,х2,...,хn) через змінні ((1, (1,…, (m). Отримані залежності підставляють у співвідношення (4.7) и, розв’язуючи отримані рівняння щодо (1, (1,…, (m, знаходять їх значення. Ці значення підставляють тепер в отримані раніше вирази, що пов'язують (i, i=1,2,...,m, и хj,  j=1,...,n. Це й дає необхідне рішення.

Приклад (Завдання Дідони)
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Розв’язання
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(4.8)
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(4.9)

З системи (4.8) виражаємо х1 и х2 через (: 
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Звідси 
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Приклад (Раціональний розподіл ресурсу)

Нехай є певний ресурс у кількості з одиниць, який необхідно розподілити раціональним чином між п споживачами. Виграш (дохід), що отримується j–м споживачем ресурсу при його використанні у кількості xj, визначається, наприклад, виразом 
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. Тоді задача розподілу ресурсу може бути сформульована наступним чином: знайти набір (х1,х2,...,хn), який максимізує
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и задовольняє обмеженню
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Розв’язання
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   (4.10)
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  (4.11)
Із системи (4.10) знайдемо xj через (:
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Підставляючи вирази для xj  в (4.11), маємо
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Звідси
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4.2 МЕТОД ШТРАФНИХ ФУНКЦІЙ

Безпосереднє застосування методу множника Лагранжа технічно утруднено, якщо кількість обмежень – рівностей велика. З іншого боку, метод просто не застосовується безпосередньо, якщо обмеженнями є нерівності. У цьому випадку використовують інший підхід, пов’язаний з введенням так званих штрафних функцій.
Ідея методу належить Куранту, який запропонував для вирішення задачі мінімізації функції F(x) при єдиному обмеженні g(x)=0 мінімізувати функцію 
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Можливість використання такого підходу до вирішення оптимізаційної задачі на умовний екстремум випливає з таких міркувань.
Нехай F(x) – функція п змінних, мінімум якої необхідно знайти, причому оптимізуючий вектор х* повинен лежати всередині деякої допустимої області G(x), що задається обмеженнями
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        (4.12)

Введемо штрафну функцію
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        (4.13)
Комбінуючи F(x) и В(х), складемо функцію
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        (4.14)

Зрозуміло, що вектор х, що мінімізує (4.14), є шуканим. Однак задача (4.14) не може бути вирішене безпосередньо через труднощі формування функції В(х). Тому на практиці використовують деякі апроксимації В(х), характер яких залежить від виду обмежень.
Якщо область G(x) формується сукупністю рівностей gi(x)=0, i=1,2,...,m, то
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(4.15)

де 
[image: image37.wmf]...
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З використанням співвідношень (4.14), (4.15) вихідна задача умовної оптимізації трансформована до послідовності задач безумовної оптимізації, для вирішення яких можна використовувати будь-які з розглянутих вище методів.

Наприклад, при використанні градієнтної процедури
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Якщо G(х) визначається сукупністю нерівностей (4.12), причому мінімізація починається з точки х(G(x), то як апроксимацію В(х) використовують:
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(4.16)

При цьому

[image: image40.wmf](

)

(

)

(

)

å

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

F

m

i

i

k

k

x

g

c

x

F

x

1

.

1


Тоді, якщо точка х знаходиться всередині області G(x), то штраф, фактично, відсутній. Однак для точок, що вийшли за межі G(x), поблизу меж цієї області функція (4.16) формує високий бар'єр, тим більший, чим більше величина сk.

У разі використання для безумовної оптимізації (4.17) градієнтних процедур обчислюється
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На практиці частіше використовують інше співвідношення для апроксимації В(х):
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При цьому градієнт функції Ф(х) обчислюється за формулою
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причому 
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Приклад
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Формуємо штрафну функцію
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Звідси, з міркувань симетрії
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Отриманий розв’язок залежить від с. Зауважимо, крім того, що цей розв’язок не задовольняє обмеженню. Знайдемо точний розв’язок цієї задачі методом множників Лагранжа.
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Звідси
[image: image51.wmf].
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Аналіз розв’язку (х1(с),х2(с)), отриманого методом штрафних функцій, показує, що чим більший штрафний коефіцієнт с, тим точніше розв’язок (х1(с),х2(с)) наближається до істинного, тобто
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Виникає бажання розв’язувати задачу одразу для великих значень с, для того, щоб отримати можливо більш точне рішення. Однак, як легко з'ясувати, при збільшенні с  відбувається спотворення (деформація) ліній рівня істинної функції, яка оптимізується, таким чином, що це ускладнює швидке одержання розв’язку.
Розглянемо це на прикладі.
Приклад
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Формуємо штрафну функцію
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Цей запис означає, що
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Розглянемо лінії рівня L((с) функції Ф((х,с), тобто множину точок, де Ф(х,с)=(.

Якщо 
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Перепишемо отримане рівняння лінії рівня L((с) наступним чином:
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Остаточно, у цьому випадку, маємо
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Звідси зрозуміло, що лінії рівня L((с)  при х1+1>0 являють собою еліпси, причому відношення меншої півосі до більшої дорівнює 
[image: image64.wmf]с

+

1

1

 і прагне до нуля при необмеженому збільшенні с. При цьому лінії рівня все більше набувають «яружного» характеру і тому чим більше с, тим повільніше буде сходитися будь-який з градієнтних методів першого порядку.
У зв'язку з цим процедура відшукання мінімуму, що рекомендується, така.

Вибирається початкова точка х1 і початкове не дуже велике значення с1. В результаті реалізації процедури мінімізації (будь-яким з методів) отримуємо точку х2. З цієї точки здійснюється новий спуск із використанням константи с2 > с1 и т.п.

Таким чином, точність наближення з кожним новим кроком зростає. Одночасне зростання труднощів через збільшення параметра с компенсується тим, що кожна нова точка розташована ближче до мінімізуючої, ніж попередня..

Як критерій зупинки для випадку обмежень рівностей часто використовують чисельне значення параметра Р, який характеризує ступінь виконання цих обмежень, відповідно до співвідношення
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У випадку, коли обмеженнями є нерівності, зупинка здійснюється при виконанні умови
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 – розв’язки, отримані в k–м и (k+1)–м циклах оптимізації.

4.3 МЕТОД ПОСЛІДОВНОГО РОЗПОДІЛУ
Метод послідовного розподілу використовується для вирішення цілих оптимізаційних задач у разі, якщо оптимізована функція є сепарабельною і на змінні, крім вимоги невід'ємності, накладено єдине лінійне обмеження. Прикладом таких задач є задача розподілу ресурсу. Типове завдання формулюється так.

Знайти
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(4.19)

Розв'язання задачі засноване на наступній теоремі.

Теорема. Нехай х(a) – набір, що є розв’язком задачі (4.18), (4.19). Тоді набір х(b), який є розв’язком тієї ж задачі, але для
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має наступну властивість:
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З цієї теореми випливає
Наслідок.  Нехай 
[image: image73.wmf]1

+

=

a

b

. Тоді

[image: image74.wmf](

)

(

)

ï

î

ï

í

ì

+

¹

=

,

1

,

,

)

(

0

0

a

j

a

j

b

j

x

j

j

x

x





        (4.20)

де
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На підставі наслідку з теореми оптимізаційний алгоритм послідовного розподілу будується так.

Алгоритм є ітераційним. На кожній ітерації реалізується розподіл чергової одиниці ресурсу відповідно до (4.20). Початковий розподіл – нульовий вектор х(0) =(0, 0, ..., 0). Обчислювальна процедура закінчується після виконання обмеження (4.19).

Приклад. Ресурс у кількості 5 одиниць розподіляється між трьома споживачами. Залежність ефективності використання ресурсу для кожного із споживачів задані графічно (рис. 4.2). Знайти раціональний розподіл.
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Рис. 4.2– Розрахунок збільшення функції методу послідовного розподілу
Ітераційна процедура розв'язання задачі відображена у таблиці 4.1. У першому рядку таблиці зафіксовані прирости функцій 
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, які обчислюються за формулами
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При цьому колом позначено найбільше з них. Відповідно до правила (4.20) перша одиниця присвоюється х1. Отриманий на цій ітерації розподіл х(1)=(1,0,0) також відображено у першому рядку.

Обчислення, що проводяться на другій ітерації, визначають раціональний розподіл другої одиниці, та їх результати зафіксовані у другому рядку таблиці 4.1. На другій ітерації прирости для всіх функцій, аргумент яких не змінюється на попередній ітерації, залишаються колишніми (у прикладі, що розглядається, це 
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). У той же час для функції 
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 цей прирост необхідно обчислити заново:
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Порівняння приростів показує, що найбільше відповідає 
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, воно обведено колом. Тому чергова одиниця, що розглядається, додається до х2. Новий набір має вигляд х(2)=(1,1,0).

Процедура продовжується аналогічно доти, доки не будуть розподілені всі п'ять одиниць. Підсумковий розподіл має вигляд х(5)=(2,3,0).

Таблиця 4.1 – Схематичне відображення обчислювальної процедури послідовного розподілу
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5.СИСТЕМНЕ КЕРУвАННЯ IT- ПРОЕКТОМ. ЗАДАЧА ПРИЗНАЧЕНЬ
Важливим окремим випадком системного аналізу в задачах математичного програмування є проблема вибору (або, як її часто називають, проблема призначення). Особливості цієї задачі наступні:
– розв’язок має бути цілочисельним;
– кожен з елементів множини чисел {ai} і {bj} в обмеженнях дорівнює одиниці;
– кількість рядків і стовпців матриці цін рівні, тобто т=п.

Проблема вибору виникає при розв’язанні наступної типової задачі.

Нехай необхідно виконати п різноманітних робіт A1, А2, ..., An. Є п осіб (або колективів, або агрегатів)B1, B2,…, Bn , кожен з яких може більш-менш ефективно виконувати кожну з робіт. сij, що характеризує ефективність виконання роботи Aj виконавцем (агрегатом) Bi. Набір параметрів сij, i=l,2,..,n,  j=1,2, ..., п, зведений у квадратну матрицю цін
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характеризує ступінь доцільності призначення різних виконавців (агрегатів) до виконання тієї чи іншої роботи. 
Очевидно поставити завдання пошуку такої розстановки виконавців, щоб сумарний ефект їхньої діяльності був найбільшим 
Введемо параметр призначення 
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Математично проблема вибору може бути тепер сформульована так: відшукати набір {xij}, i=1,2,...,п, j=1,2,...,n, який максимізує функцію виграшу
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(5.36)
і задовольняє обмеженням
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  (5.38)
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Система обмежень (5.37) відбиває той факт, що на кожну роботу повинен бути призначений лише один виконавець. Система обмежень (5.38) відповідає тій обставині, що кожен виконавець може бути призначений для виконання лише однієї роботи.

Розв’язок проблеми вибору ефективно досягається з використанням так званого угорського методу. Ідея цього методу була вперше висловлена угорським математиком (звідси назва методу) Егерварі.
Ствердження 1.Нехай набір 
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 є розв’язком задачі максимізації для лінійної цільової функції
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при обмеженнях
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Тоді цей же набір є одночасно розв’язком задачі мінімізації для цільової функції
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де  
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,  при тих же обмеженнях. Справді, якщо набір 
[image: image100.wmf]{

}

n

j

x

1

*

 максимізує (5.39), задовольняючи (5.40), то
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(5.42)
для будь-яких 
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, що задовольняють (5.40). Помноживши праву та ліву частини нерівності (5.42) на –1, отримаємо
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для будь-яких 
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, що задовольняють (5.40), що й було потрібно.

Ствердження 2. Введемо поняття еквівалентного перетворення.

Визначення 1. Завдання лінійного програмування будемо називати еквівалентними, якщо їх набори, які оптимізують, збігаються. 

Визначення 2. Перетворення, що переводить задачу лінійного програмування на еквівалентну їй задачу, називатимемо еквівалентним.

Неважко побачити, що для задач лінійного програмування типу транспортних, у тому числі і для задачі про призначення, еквівалентним є перетворення, яке полягає у додатку до всіх елементів будь-якого рядка або стовпця матриці цін (cij) довільної константи. Справді, нехай
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– цільова функція вихідної задачі.

З (5.43) випливає, що на будь-якому наборі, що задовольняє (5.20), (5.21), значення цільової функції перетвореної задачі відрізняється від значення цільової функції вихідної задачі на константу, яка не залежить від вибраного набору, і тому набори, що оптимізують, для цих задач збігаються.

Загальна ідея алгоритму призначення полягає у наступному. Попередньо вихідна задача максимізації (5.36) трансформується в деяку еквівалентну їй задачу мінімізації таким чином, щоб усі елементи отриманої при цьому матриці цін були невід'ємними.

Ціль всіх наступних операцій полягає в тому, щоб, зберігаючи невід'ємність елементів матриці цін, шляхом використання еквівалентних перетворень отримати в результаті матрицю Д, що містить п нульових елементів, ніякі два з яких не лежать в одному і тому ж рядку і в одному і тому ж стовпці матриці. Алгоритм угорського методу складається з попереднього етапу і не більш ніж (п–2) послідовно повторюваних ітерацій.

На підготовчому етапі вихідна задача перетворюється на еквівалентну їй задачу мінімізації і утворюється початкова система незалежних нулів. Надалі на кожній ітерації число незалежних нулів збільшується не менше, ніж на одиницю. Через кінцеве число кроків кількість незалежних нулів досягає п, що означає закінчення рішення: оптимальний план однозначно визначається позиціями незалежних нулів у матриці цін, отриманій на останній ітерації.

Перейдемо до докладного опису алгоритму угорського методу, блок-схема якого зображена на рис. 5.3.

Підготовчий етап. Для кожного зі стовпців вихідної матриці цін відшукується максимальний елемент, тобто
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Далі формується нова матриця 
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 відповідно до правила: у кожному стовпці елемент 
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 матриці дорівнює різниці між максимальним елементом lj відповідного стовпця вихідної матриці та відповідним елементом cij вихідної матриці, тобто 
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В результаті проведення зазначеної процедури для всіх стовпців отримаємо матрицю 
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 з невід'ємними елементами, у кожному стовпці якої є принаймні один нуль.

Перетворення за рахунок зміни знака елементів матриці цін трансформувало вихідну цільову функцію так, що розв’язок задачі мінімізації для цієї цільової функції збігається з розв’язком вихідної задачі максимізації. Додавання до всіх елементів одного і того ж стовпця константи є еквівалентним перетворенням і тому не спотворює оптимізуючий набір.
	
	
	1.Підготовчий етап.

Утворення початкової системи незалежних нулів (0*)
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	2. Підрахунок числа (k) незалежних нулів
	

	
	
	k<n
	
	
	k=n
	

	
	3. Виділення (+) стовпців,
які містять 0*
	
	
	4. Закінчення
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	5. Чи є хоч один невиділений
нуль?
	ні
	11. Віднімання 
найменшого з невиділених 
елементів з 
невиділених рядків
 та додавання до елементів 
виділених стовпців
	

	
	
	     так
	
	
	
	

	
	6. Чи є 0 в одному рядку з невиділеним 0?
	
	
	
	

	
	
	     так
	
	
	
	

	
	
	
	ні
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	7. Позначка невиділеного 
нуля штрихом (0(), виділення 
знаком (+) рядка з цим 
нулем, зняття (+) над 
стовпцем, що містить 0*
	
	
	8. Позначка невиділеного нуля штрихом (0()
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	9. Побудова ланцюга
0(( 0*(0(
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	10. Зняття зірочок у ланцюзі, заміна штрихів 
зірочками (0*). Зняття всіх штрихів та знаків 
виділення у матриці
	


Рис. 5.3  – Алгоритм угорського методу
Далі, у кожному рядку отриманої матриці знаходиться мінімальний елемент, який віднімається від усіх елементів відповідного рядка матриці. Таким чином, елементи одержуваної в результаті матриці можуть бути розраховані за формулою 
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Оскільки останнє перетворення пов'язане з відніманням з елементів кожного рядка однієї й тієї константи (ця константа взагалі-то різна для різних рядків), воно є еквівалентним. Тому розв’язок задачі мінімізації для цільової функції
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при задоволенні обмежень (5.37), (5.38) збігається з рішенням вихідної задачі.
Утворимо тепер початкову систему незалежних нулів. Для цього знаходиться і відзначається зірочкою (*) довільний нуль у першому стовпці отриманої матриці цін (він обов'язково знайдеться). Потім проглядаються елементи другого стовпця і, якщо виявляється нуль, що не лежить в одному рядку з раніше зазначеним нулем (з зірочкою), він також відзначається зірочкою. Далі процедура повторюється для всіх наступних стовпців матриці. Очевидно, що отримана таким чином система нулів, зазначених зірочкою, міститиме лише незалежні нулі, число яких не менше двох.

Опис окремої ітерації. Нехай проведено l ітерацій  алгоритму. Отриману при цьому матрицю цін позначимо через Сl.

Блок 2. Підраховується число k незалежних нулів отриманої матриці. Якщо кількість незалежних нулів дорівнює n  (k=n), розв'язок задачі однозначно визначається, як було сказано, їх розстановкою в матриці цін. В іншому випадку (k<n) здійснюється перехід до блоку 3.

Блок 3. Стовпці, що містять нуль із зірочкою, виділяються знаком «+». Оскільки k<n, не всі стовпці виявляться виділеними і, таким чином, деякі елементи матриці Сl залишаться невиділеними. Перехід до блоку 5.

Блок 5. Встановлюється, чи є серед невиділених елементів матриці хоча б один нуль. Якщо невиділений нуль є, здійснюється перехід до блоку 6, інакше – до блоку 11.

Блок 6. Перевіряється, чи містить рядок з невиділеним нулем також нуль із зірочкою. У цьому випадку здійснюється перехід до блоку 7, інакше - до блоку 8.
Блок 7. Знайдений невиділений нуль відзначається штрихом 
[image: image117.wmf]0

¢

, рядок, що містить цей нуль, відзначається праворуч знаком «+», і знімається знак виділення «+» над стовпцем, в якому розташований нуль із зірочкою, що лежить у щойно виділеному рядку. Перехід до блоку 5.

Блок 8. Невиділений нуль відзначається штрихом 
[image: image118.wmf]0

¢

. Перехід до блоку 9. 

Блок 9. Починаючи з нуля зі штрихом, в одному рядку з яким немає нуля із зірочкою, здійснюється побудова ланцюжка елементів матриці Сl за наступним правилом: вихідний 0', далі 0*, що лежить з ним в одному стовпці (якщо такий знайдеться), далі 0', що лежить в одному рядку з попереднім 0*, і т. п.

Таким чином, ланцюжок утворюється рухом від 0' до 0* за стовпцем, від 0* до 0' за рядком, знову від 0' до 0* за стовпцем (якщо є така можливість)      и т.д.

ОСОБЛИВОСТІ алгоритму. 

1. Побудова ланцюжка за описаним правилом здійснюється однозначно. Справді, у кожному стовпці може бути лише один 0* (вони незалежні), а в кожному рядку міститься не більше одного 0' (після того, як нуль відзначається штрихом, рядок, що містить його, виділяється, і тому ніякі інші її нулі не можуть бути відзначені). 

2. Побудований ланцюжок обов'язково закінчується 0' (тобто у рядку з 0* неодмінно знайдеться 0'). Справді, припустимо неприємне: що існує ланцюжок виду
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, яка не може бути продовжена.

Оскільки 
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, то стовпець jп не виділений. З іншого боку, у цьому стовпці є 0* (елемент 
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). Отже, знак виділення «+», яким відзначаються стовпці, що містять 0*, був знищений, що вказує на наявність у in+1–ому рядку 
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 (див. блок 7). Значить, ланцюжок Г може бути продовжений, що суперечить нашому припущенню.
3. Число елементів у ланцюжку Г непарне, причому 
[image: image124.wmf]0
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 знаходяться на непарних її місцях, а 0* – на парних.

4. Може статися, що в одному стовпці з вихідним 
[image: image125.wmf]0
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 немає нуля із зірочкою. У цьому випадку ланцюжок Г вироджений і складається з одного вихідного елемента.

Після побудови ланцюжка Г здійснюється перехід до блоку 10.

Блок 10. У побудованому ланцюжку Г зірочки знищуються, а штрихи замінюються зірочками. При цьому відповідно до зауваження 3 (див. блок 9) загальне число нулів із зірочкою збільшується на одиницю (кількість непарних елементів ланцюжка Г на одиницю більше числа парних). Перехід до блоку 2.

Блок 11. Операції, що здійснюються в цьому блоці алгоритму, мають на меті утворення нових невиділених нулів. Для цього серед невиділених елементів Cl вибираємо мінімальний. Цей елемент додатний через невід'ємність всіх елементів матриці і обставину, що серед невиділених елементів матриці, що розглядаються тут, Cl не може бути нульових (перехід до блоку 11 здійснюється лише в цьому випадку). Знайдений мінімальний елемент віднімається з елементів, розташованих у невиділених рядках, і додається до елементів, що лежать у виділених стовпцях. Нова матриця 
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 яка при цьому отримується, є, очевидно, еквівалентною матриці Сl.

Нехай 
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 – множина індексів невиділених рядків, а 
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 – множина індексів невиділених стовпців. Тоді елементи матриці 
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 обчислюються за формулами
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Зауваження.

1. Кількість r невиділених елементів матриці Сl не рівна нулю. Покажемо це. Нехай ml – число 0* в матриці Сl. При цьому ml<n, тому що в іншому випадку задачу було б розв’язано на попередній ітерації. Позначимо через m'l — число виділених рядків, а через m"l – кількість виділених стовпців матриці Сl. Ясно, що 
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2. Усі зазначені (* або /) нулі зберігаються, оскільки жоден з них не лежить на перетині виділених рядка та стовпця або на перетині невиділених рядка та стовпця.

3. Усі елементи матриці 
[image: image134.wmf]l
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 невід'ємні, як і раніше, оскільки h віднімається тільки з елементів, розташованих у невиділених рядках та стовпцях, а h— найменший з них.
4. Щонайменше один з невиділених елементів стає рівним нулю.

Таким чином, в результаті операцій, виконаних в блоці 11, з'являється не менше одного нового невиділеного нуля, що дає можливість продовжити процес збільшення числа незалежних нулів.

Після проведення описаної процедури еквівалентного перетворення здійснюється перехід до блоку 6.

Приклад
Вирішити проблему вибору, що визначається матрицею
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Підготовчий етап. Шукаємо максимальні елементи в кожному зі стовпців матриці С:
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Віднімаємо кожен елемент матриці С з максимального елемента відповідного стовпця. Отримана при цьому матриця 
[image: image137.wmf]С
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 має вигляд:
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Шукаємо мінімальні елементи в кожному з рядків і віднімаємо їх з відповідних елементів матриці 
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Після віднімання маємо матрицю
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Утворимо початкову систему незалежних нулів, відзначаючи їх зірочкою. Отримаємо
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Вступний етап завершено.

Перша ітерація. Підраховуємо число k незалежних нулів. Оскільки k=3<n (n=4), переходимо до блоку 3.

Після виділення стовпців, що містять 0*, матриця С0 має вигляд
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Переходимо до блоку 5.

Серед невиділених елементів матриці Со (вони лежать у стовпці j=4) є невиділений нуль (c14=0).– Переходимо до блоку 6.

У рядку (i=1), що містить знайдений невиділений нуль, є 0*. Тому переходимо до блоку 7.

В результаті проведення операцій у блоці 7 матриця С0 набуває вигляду
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Операція знищення знака «+» над стовпцем, що містить 0*, позначена шляхом обведення знаку «+» кружком.

Повертаємось до блоку 5. Тепер невиділених нулів немає, тому переходимо до блоку 11.

Множина виділених рядків 
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, множина невиділених стовпців 
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Після проведення еквівалентного перетворення матриці відповідно до співвідношення (5.45) маємо
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В результаті перетворення отримали новий невиділений нуль із координатами (i=3, j=1). Переходимо до блоку 6.

У рядку, що містить невиділений нуль, є 0*. Тому переходимо до блоку 7. В результаті проведення операцій у блоці 7 матриця 
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Переходимо до блоку 5. Оскільки невиділених нулів немає, переходимо до блоку 11: 
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В результаті еквівалентного перетворення маємо
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Матриця С'0 має новий невиділений нуль із координатами (i=2, j=1). Переходимо до блоку 6.

У рядку, що містить невиділений нуль, є 0*. Тому переходимо до блоку 7.

Після проведення відповідних операцій матриця С'0 набуває вигляду
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Переходимо до блоку 5.

Оскільки нуль з координатами (i=4, j=2) став невиділеним, переходимо до блоку 6.

В одному рядку з невиділеним нулем немає 0*, тому переходимо до блоку 8. Відзначаємо невиділений нуль штрихом і утворюємо ланцюжок Г={c42, c22, c21, c11, c14}.
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Переходимо до блоку 10.

Після зняття зірочок у ланцюжку Г, заміни штрихів зірочками та знищення всіх знаків виділення у матриці маємо
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Перша ітерація завершена.

Друга ітерація. Підраховуємо число k незалежних нулів k=4=n. Отже, розв'язання задачі закінчено. Оптимальний набір {хij} має вигляд
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Відповідне значення функції виграшу L(X*)=28.
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