Задача 1. Динамика материальной точки
Тело массы m = 3 кг, брошенное вертикально вверх, преодолевает силу сопротивления среды R, которая линейно зависит от скорости (R = 0.6∙V). С какой скоростью надо бросить тело, чтобы оно достигло максимальной высоты через 10 секунд?
						Решение

 	В процессе движения в каждый момент времени t на тело действуют сила тяжести G, и сила сопротивления среды R. 

[image: ]
Запишем векторное уравнение движения тела:








разделяем переменные и интегрируем полученное выражение:

					









Анализируя начальные условия: в конечной точке  V=0, определим постоянные интегрирования:









Ответ: 

Задача 2. Применение теоремы об изменении кинетического 
момента (Кz ) системы к определению параметров движения груза
Составить дифференциальное уравнение движения груза, используя теорему об изменении кинетического момента системы относительно оси. Определить ускорение груза, его уравнение движения x = x(t) и перемещение за заданное время 𝑡1. 
Замечание. Для вычисления момента инерции неоднородного шкива 2 относительно оси, проходящей через центр масс, задан радиус инерции 𝑖2 .
Исходные данные
[image: ]m1 = 10 кг
m2 = 20 кг
R2 = 45см
r2 = 35 см
i2 = 40см
𝑡1 = 2 с
Решение
Воспользуемся для решения задачи теоремой об изменении кинетического момента системы: производная по времени от кинетического момента системы относительно неподвижной оси z равна сумме моментов всех внешних сил системы относительно этой оси, т.е.

					



Внешние силы для системы «груз - шкив»: силы тяжести  , , реакции подшипника на оси вращения шкива .
[image: ]
Сумма моментов внешних сил относительно оси z:


Здесь учтено, что моменты сил Р2 , 𝑋0, 𝑌0 относительно оси z равны нулю.
Находим кинетический момент системы, как сумму моментов количеств поступательного движения груза и кинетического момента вращающегося шкива:


Здесь учтено, что канат нерастяжим, и скорость груза 1 равна скорости шкива на ободе большого радиуса 𝑉1=𝜔R2 .
 Момент инерции шкива с неравномерно распределенной массой относительно оси вращения вычисляется через заданный радиус инерции по формуле
𝐽𝑧=𝑚2𝑖22.
Находим производную по времени от 𝐾𝑧:


Подставляем полученные выражения в теорему:



откуда	
Интегрируя дифференциальное уравнение 
d𝜔 = Аd𝑡,
получим 
𝜔 = 𝜔0 + А𝑡,
где 𝜔0 - начальная скорость вращения шкива. Если по условию, система начинает движение из состояния покоя, то 𝜔0 = 0. 
Учитывая кинематическую зависимость между скоростью груза 1 и угловой скоростью барабана, определяем 
𝑉1 =  𝐴Rt.
В свою очередь, скорость груза – это производная по времени от его координаты:








определяем искомое перемещение груза за время t=2с:


Ускорение груза:




Ответ: , 

Задача 3. Применение теоремы об изменении
кинетической энергии (T) системы к определению
скорости и ускорения груза
Механизм, изображенный на схеме и удерживаемый в равновесии, состоит из трех тел, соединенных нерастяжимыми нитями. В некоторый момент времени под действием сил тяжести груз 1 начинает опускаться. Определить скорость груза как функцию перемещения 𝑉1=𝑉1(𝑆) и найти ее величину после того, как груз переместится на расстояние S1=2 м.
Считать, что каток 3 катится по шероховатой плоскости без скольжения, а его коэффициент трения качения k=0.02𝑅3.  
Замечание. Для вычисления моментов инерции неоднородных тел 2 и 3 заданы радиусы инерции 𝑖2 , 𝑖3 относительно осей, проходящей через их центры масс.
Дано:
	𝑚1= 
	10 кг 

	𝑚2= 
	20 кг 

	𝑚3= 
	40 кг 

	𝑖2= 
	40см 

	𝑖3= 
	75см 

	𝑅2= 
	45 см 

	𝑟2= 
	35 см 

	𝑅3= 
	100 см 

	𝑟3= 
	50 см 


[image: ]
Решение.
Рассмотрим движение неизменяемой механической системы, состоящей из тел 1, 2, 3, соединенных нитями. Изобразим все действующие на систему внешние силы.



Активные: силы тяжести груза –, блока – и катка –.




Реакции связей: реакции подшипника и ; нормальная реакция опорной плоскости катка 3  и касательная реакция  (сила трения сцепления), и кроме того, момент трения качения 𝑀тр. В этом случае момент трения качения 
будет равен 𝑀тр=𝑘𝑁3=kG
Для определения скорости V1 применим теорему об изменении кинетической энергии в интегральной форме для неизменяемой системы:

𝑻−𝑻𝟎 = Σ𝑨ke 				(1.1)
Поскольку в начальный момент времени система находилась в покое, начальное значение кинетической энергии равно нулю Т0=0.
Кинетическая энергия системы в процессе движения равна сумме кинетических энергий всех ее подвижных и массивных элементов

Т=Т1+Т2+Т3 					(1.2)

Вид формулы для кинетической энергии каждого тела зависит от характера его движения.
Кинетическая энергия груза 1, совершающего поступательное движение


 						(1.3)

Кинетическая энергия блока, вращающегося вокруг неподвижной оси, проходящей через его центр масс:


 						(1.4)

Кинетическая энергия однородного катка, совершающего плоское движение:

 					(1.5)

При определении моментов инерции блока и катка относительно осей, проходящих через центры масс этих тел, считаем их однородными сплошными цилиндрами и используем формулы из справочника:



,        				(1.6)	

Выразим скорости ω2, ω3 и Vc через искомую скорость груза V1. Будем полагать, что нить нерастяжима и не проскальзывает на блоке, тогда все ее точки имеют одинаковую скорость, и модули скоростей точек на ободе блока равны скорости груза V1.
Угловая скорость вращающегося блока будет равна:


					(1.7)

Cкорость точки Е катка будет равна :


       				(1.8)

Рассматриваем движение катка, совершающего плоскопараллельное движение вместе с точкой Е, как вращательное вокруг мгновенного центра скоростей К (точки соприкосновения с неподвижной плоскостью). Выражаем угловую скорость и скорость центра катка по формуле вращательного движения:


				(1.9)

				(1.10)
Подставляем полученные выражения в формулы (1.3), (1.4) и (1.5):

,

,

,
тогда:

	(1.11)
Сумма работ всех внешних сил:



так как , тогда:

,				(1.12)




выразим перемещение φ3 через перемещение S1:



 тогда , откуда 











Ответ: скорость груза как функция перемещения: 

скорость груза 1, когда перемещение равно 2м: 





Задача 4
Применение принципа возможных скоростей (перемещений)
к решению задач о равновесии сил, приложенных к механической системе
с одной степенью свободы
[image: ]Изображенный на рисунке механизм находится в вертикальной плоскости в состоянии покоя под действием взаимно уравновешивающихся сил Р и Q. Определить силу Р, применяя принцип возможных скоростей, пренебрегая силами сопротивления и весом уголка. Пружина растянута, жесткость k=25Н/см, деформация λ=3 см
	Исходные данные 

	2ОА = OB 
Q = 20 Н 


 


К уголку АОВ  приложены две активные силы — P и  Q, а также упругая сила пружины F.

Fyn=𝑘𝜆

Сообщим системе возможное перемещение уголка  вокруг оси шарнира О c угловой скоростью ω , при этом возможная скорость точки А будет иметь направление, перпендикулярное стержню OA, и будет равна VA=ω∙ОА, а возможная скорость точки В  -  VВ=ω·ОВ, так как 2ОА = OB  тогда


[image: ]
Вычислим возможную мощность активных сил и приравняем ее нулю:












Ответ: Р=106.6Н


Задача 5
Определение ускорения груза
при помощи уравнения Лагранжа 2-го рода
	Для механизма, рассмотренного в задаче 3, при тех же исходных данных и начальных условиях составить дифференциальное уравнение движения груза, используя уравнение Лагранжа 2-го рода и определить ускорение груза 

	




Дано:
	𝑚1= 
	10 кг 

	𝑚2= 
	20 кг 

	𝑚3= 
	40 кг 

	𝑖2= 
	40см 

	𝑖3= 
	75см 

	𝑅2= 
	45 см 

	𝑟2= 
	35 см 

	𝑅3= 
	100 см 

	𝑟3= 
	50 см 


[image: ]

Решение

Система имеет одну степень свободы. Выберем в качестве обобщенной координаты перемещение 𝑥1 груза 1, полагая, что груз движется вниз, и отсчитывая 𝑥1 в сторону движения, составим уравнение Лагранжа:


					(1)


Поскольку для этой системы уже была ранее определена кинетическая энергия как функция обобщенной скорости  (скорости груза), используем уже готовый результат:



 или 

для вычисления производных от кинетической энергии, стоящих в левой части уравнения Лагранжа второго рода (1).

Так как функция Т зависит явно только от скорости , а координата 𝑥1 не присутствует в выражении кинетической энергии, то частная производная по обобщенной координате 𝑥1 будет равна нулю:




,        

Полная производная по времени от полученного выражения учитывает уже не только его «внешнюю» зависимость от t, но и «внутреннюю» изменчивость во времени его параметров (в частности, скорости груза 𝑉1). В результате дифференцирования появляется вторая производная от координаты груза, т.е. его ускорение:




Согласно одному из эквивалентных определений, коэффициент при вариации обобщенной координаты 𝛿х в выражении суммы возможных работ будет обобщенной силой Q, т.е. это выражение в скобках:



, т.е. ,

тогда дифференциальное уравнение движения груза:



,

откуда выражение для определения ускорения:

    


Ответ: дифференциальное уравнение движения груза:



, ускорение груза а1=2.25м/с2

Задача 6
Применение принципа Даламбера к определению реакций опор невесомой балки с установленными на ней подвижными телами
Механическая система, изображенная на рисунке, движется под действием пары сил с моментом M. Считая блок сплошным однородным диском, а трос невесомым и нерастяжимым, определить для заданного положения системы реакции опор невесомой балки. Трением пренебречь. Веса тел, момент и размеры заданы. Задачу решить с применением принципа Даламбера для твердого тела, рассматривая движение (равновесие) каждого тела в отдельности. Предполагается, что проскальзывание тросов по блоку отсутствует.
[image: ]𝑃1 = 150 Н
𝑃2 = 150 Н
M = 6 Нм
𝑟1 = 0,2 м
𝑟2 = 0,2 м
a = 2 м
Решение	
Данная механическая система состоит из блоков –1 и  2,  невесомой консольной балки АО2   и троса.  Для определения сил взаимодействия между телами рассмотрим порознь движение блоков, а также равновесие балки.




Мысленно выделим блок 1 из системы (рис.1), прикладывая к нему действующие на него силы: силу тяжести , реакции подшипника  , , силу реакции  натянутого троса (направленную вверх), а также момент движущей пары сил М.
[image: ]
				Рис.1
Согласно принципу Даламбера, при вращательном движении эта система сил уравновешивается моментом сил инерции М1Ф , что условно можно записать как:


			~0				(1)

Момент сил инерции Даламбера направлен в сторону, противоположную угловому ускорению (а значит – противоположно моменту движущей пары М). Модуль момента сил инерции равен:


				,					(2)	

где 𝐽1O – момент инерции блока 1 относительно оси вращения. Считая его однородным диском, вычисляем момент инерции по справочнику :


    				(3)

Составляем три «уравнения равновесия» – уравнения кинетостатики – для данной системы сил 

Σ𝑋𝑘=𝑋1=0 					(4) 
    Σ𝑌𝑘=𝑌1−P1+𝑇= 0 				(5) 
			   Σ𝑚𝑜=𝑀−М1Ф−𝑇r1=0				(6)
подставляя выражение (2) в (6) получим:

					
решая уравнения (4), (5), (6) получим:



					(7)

    ,				(8)
таким образом для определения силы натяжения троса необходимо знать угловое ускорение диска 1.




Теперь мысленно выделим блок 2 из системы (рис.2), прикладывая к нему действующие на него силы: силу тяжести , реакции подшипника  , , силу реакции  натянутого троса (направленную вниз).
[image: ]
                    Рис.2
Согласно принципу Даламбера, при вращательном движении эта система сил уравновешивается моментом сил инерции М2Ф , что условно можно записать как:


			~0				(9)

Момент сил инерции Даламбера направлен в сторону, противоположную угловому ускорению.
Модуль момента сил инерции равен:


				,				(10)	

где 𝐽2O – момент инерции блока 2 относительно оси вращения. Считая его однородным диском, вычисляем момент инерции по справочнику :


    				(11)

Составляем три «уравнения равновесия» – уравнения кинетостатики – для данной системы сил 

Σ𝑋𝑘=𝑋2=0 					(12) 
    Σ𝑌𝑘=𝑌2−P2-𝑇= 0 				(13) 
			   Σ𝑚𝑜= −М2Ф+𝑇r2=0				(14)
подставляя выражение (10),(11) в (6) получим:

										(15)
решая уравнения (12), (13), (14) получим:



					(16)	

,					(17)
Приравняем (17) и (8)


				(18)


Запишем соотношения выразимчерез :


при вращении блоков касательные ускорения  и  , направленные в сторону движения троса будут равны между собой, тогда:

					(19)
подставляя (19) в (18), получим:






 					        				(20)



тогда 				        




, 


, 



Рассмотрим теперь равновесие балки(рис.3), прикладывая к ней действующие силы: силу реакции подшипника О2 , направленную вниз -  , реакции защемления  , , реактивный момент заделки МА.

[image: ]
	Уравновешенная система сил, действующих на балку,– плоская, произвольная:


			~0				(21)

Составляем три «уравнения равновесия» – уравнения кинетостатики – для данной системы сил 

Σ𝑋𝑘=𝑋А=0 					(22) 
      Σ𝑌𝑘=𝑌2+YА= 0 				(23) 
			   Σ𝑚А= −МА+Y2·а=0				(24)
откуда:
ХА=0
YА=Y2=165Н
МА=Y2·а=165·2=330Нм
Ответ: ХА=0, YА=165Н, МА=330Нм
[bookmark: _GoBack]
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