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Вступ
Актуальність роботи. В умовах реформування системи освіти, відтворення і зміцнення інтелектуального потенціалу нації, виходу вітчизняної науки і техніки, економіки і виробництва на світовий рівень, інтеграції в світову систему освіти, переходу до ринкових відносин і конкуренції будь-якої продукції, у тому числі й інтелектуальної, особливо актуальним стає забезпечення належного рівня математичної підготовки підростаючого покоління. Математика має широкі можливості для інтелектуального розвитку особистості, у першу чергу – розвитку логічного мислення, просторових уявлень та уяви, алгоритмічної культури, формування вміння встановлювати причинно-наслідкові зв'язки, обґрунтовувати твердження, моделювання ситуації та ін. У курсі алгебри і початків аналізу розвиваються основні змістові лінії курсу алгебри і завершується розробка аналітичного апарату, що застосовується в предметах природничо-математичного циклу. Тригонометричні рівняння і нерівності в математиці відіграють важливу роль. Лінії тотожних перетворень, рівнянь та нерівностей розвиваються у зв'язку з вивченням тригонометричних функцій, формул тригонометрії.
Метою даної дипломної роботи є дослідження методів розв’язування тригонометричних рівнянь і нерівностей в шкільному курсі математики. 
Об'єктом дослідження є процес вивчення тригонометричних рівнянь та нерівностей в курсі старшої школи. 
Предмет дослідження – методи розв’язування тригонометричних рівнянь та нерівностей у курсі алгебри та початку аналізу в 10 класі. 
Гіпотеза: вивчення тригонометричних рівнянь та нерівностей буде більш ефективним, в тому випадку коли учні будуть чітко бачити метод розв’язування рівняння чи нерівності.
Для розв'язання проблеми дослідження, перевірки достовірності гіпотези та досягнення мети реалізуються такі завдання: 
1. Розглянути теоретичні основи теми «Тригонометричні рівняння і нерівності» .
2. Вивчити методичні особливості викладання теми «Тригонометричні рівняння і нерівності» при поглибленому вивченні предмету.
3. Провести класифікацію методів розв’язування тригонометричних рівнянь
4. Навести приклади розв’язування тригонометричних рівнянь
5. Розглянути основні випадки розв’язування тригонометричних нерівностей 
6. Розробити вправи для самостійного розв’язування
7. Розробити сайт з дослідженим та структурованим теоретичним матеріалом
Практичне значення. Питання, пов'язані з тригонометричними рівняннями та нерівностями, використовуються в різних галузях математики. Знання про тригонометричні рівняння і нерівності стають складовою світогляду і певним обсягом цієї інформації повинна володіти кожна освічена людина.
Структура і об'єм роботи. Робота складається з вступу,чотирьох розділів, висновку, списку використаної літератури, додатків.
У першому розділі розглянуті методи розв’язування тригонометричних рівнянь та наведені приклади їх розв’язування.
У другому розділі наведені основні типи нерівностей та способи їх розв’язання від простіших до складніших.
У третьому розділі відповідно до кожного із пунктів наведені по 25 вправ для самостійного розв’язування.
У четвертому розділі розглянуті основні методи роботи з створеним сайтом та можливості його використання на уроках, а також при самостійному вивченні матеріалу по темі «Тригонометричні рівняння та нерівності»
У додатках наведені додаткові відомості по тригонометричних формулах та обернених тригонометричних рівностях.
Матеріали даної дослідницької роботи мають практичну значимість і можуть бути використані викладачами при викладенні теми «Тригонометричні рівняння та нерівності» в курсі алгебри та математичного аналізу в 10-11 класах.














Розділ 1. Тригонометричні рівняння.
1.1 Розв’язування найпростіших тригонометричних рівнянь
До найпростіших тригонометричних рівнянь належать рівняння
cos х = a, sin х = a, tg x = a, ctg x = а.
Щоб міркування із знаходження коренів цих рівнянь були більш наочними, скористаємося графіками відповідних функцій.
Рівняння cos х = а	
[image: ]Графічна ілюстрація
1. Розв'язки рівняння cos х = а. При | а | > 1 рівняння не має коренів, оскільки  для будь-якого х (пряма у = а на рисунку при а > 1 або при а < -1 не перетинає графік функції у = cos x).
Нехай | а | < 1. Тоді пряма у = а перетинає графік функції у = cos x. На проміжку  функція у = cos х спадає від 1 до -1, тому рівняння cos х = а має тільки один корінь х1 - arccos а на цьому проміжку (див. рисунок до).
Косинус — парна функція, тому на проміжку  рівняння cos х = а теж має тільки один корінь — число, протилежне до х2, тобто                 х2 = -arccos a.
Отже, на проміжку  (довжиною 2) рівняння cos x = а при     | а | < 1 має тільки корені х = ± arccos a.
Ураховуючи, що функція у = cos x періодична з періодом 2, а отже, усі інші корені відрізняються від знайдених на 2п (п є Z), одержуємо таку формулу коренів рівняння cos x = а при | а | < 1:
 .	(1)
2.Окремі випадки розв'язування рівняння cos x = а.
[image: ]Корисно пам'ятати спеціальні записи розв'язків рівняння cos х = а при  = 0, = -1, = 1, які можна легко одержати, використовуючи як орієнтир одиничне коло.
Ураховуючи, що косинус дорівнює абсцисі відповідної точки одиничного кола, одержуємо, що cos х = 0, якщо відповідною точкою одиничного кола є точка А або точка В. Тоді
 .
Аналогічно cos х = 1 тоді і тільки тоді, коли відповідною точкою одиничного кола є точка С, отже,    
Також cos х = -1 тоді і тільки тоді, коли відповідною точкою одиничного кола є точка D, отже,  [10;40]
Рівняння sin х = а
[image: ]Графічна ілюстрація
	
1.    Розв'язки рівняння sin x = а. При | а | > 1 рівняння не має коренів, оскільки  для будь-якого х (пряма у = а на рисунку при а > 1 або при а < -1 не перетинає графік функції y = sin x).
Нехай | а | < 1. Тоді пряма у = а перетинає графік функції у = sin x.
На проміжку  функція у = sin х зростає від -1 до 1, тому рівняння sin х = а має тільки один корінь х1 = arcsin а на цьому проміжку (і для цього кореня sin х = а).
На проміжку     функція у = sin х спадає від 1 до -1, тому рівняння sin х = а має на цьому проміжку теж тільки один корінь    х2 =  - arcsin а. Для перевірки правильності запису значення другого кореня х2 зазначимо, що х2 =  – х1 Тоді sin x2 = sin ( - хх) = sin x1 = а, тобто х2 — корінь рівняння sin х = а.
Отже, на проміжку  (довжиною 2) рівняння sin x = а при         | а | < 1 має корені x1 = arcsin а, х2 =  - arcsin a.
Оскільки функція у = sin х періодична з періодом 2, усі інші корені відрізняються від знайдених на 2к (k є Z). Отже, одержуємо такі формули коренів рівняння sin х = а при | а |  1:
                                            (2)
,    k є Z                        (3)
Усі значення коренів рівняння sin x = а  при | а |  1, які дають формули (2) і (3), можна записати за допомогою однієї формули
, п є Z                       (4)
Дійсно, з формули (4) при парному  =2k одержуємо: х = arcsin a + 2k — формулу (2), а при непарному  = 2k + 1 — формулу х = -arcsin а +  (2k + 1) =  - arcsin α + 2k, тобто формулу (3).
2.    Окремі випадки розв'язування рівняння sin x = а.
Корисно пам'ятати спеціальні записи розв'язків при а = 0,         а = -1, а = 1, які можна легко одержати, використовуючи як орієнтир одиничне коло. Ураховуючи, що синус дорівнює ординаті відповідної точки одиничного кола, одер жуємо, що, якщо sin х = 0 відповідною точкою одиничного кола є точка С або точка D. Тоді
, k є Z                                                      
Аналогічно sin х = 1 тоді і тільки тоді, коли відповідною точкою одиничного кола є точка А, отже,  , k s Z.
Також sin x = -1 тоді і тільки тоді, коли відповідною точкою одиничного кола є точка В, отже,   , k s Z. [10;42]
Рівнянь tg х = а і ctg х = а
1. Розв'язки рівнянь tg х = а і ctg х = а
[image: ]Графічна ілюстрація

 



Розглянемо рівняння tg х = а. На проміжку     функція у = tg x зростає (від — до +), тому рівняння tg x = а при будь-якому значенні а має тільки один корінь х1 = arctg а на цьому проміжку (див. рисунок ).
З урахуванням того, що функція у = tg x періодична з періодом  і всі інші корені відрізняються від знайденого на п (п є Z), одержуємо таку формулу коренів рівняння tg х = а:
х = arctg а + п, п є Z .	(1)
[image: ]При а = 0 arctg 0 = 0, отже, рівняння   tg х = 0 має корені х = п,




Розглянемо рівняння ctg х = а. На проміжку (0; π) функція у = ctg x спадає (від + до -), тому рівняння ctg х: = α при будь-якому значенні α має тільки один кррінь x1 = arcctg а на цьому проміжку.
Ураховуючи, що функція у = ctg x періодична з періодом π і всі інші
корені відрізняються від знайденого на п (п є Z), одержуємо таку
формулу коренів рівняння	сtg х = а:
х = arcсtg а + п, п є Z .	(2)  [10;43]







1.2 Рівняння, що зводяться до алгебраїчних
Такі рівняння, зводяться до однієї і тієї ж самої функції відносно одного і того ж невідомого, що входить тільки під знак функції.
Тригонометричні рівняння ,  , ,  вже зведені до алгебраїчних.  Дійсно, якщо в них відповідно здійснити заміну , , , , отримаємо алгебраїчні рівняння: ,  , , . Розв’язавши кожне з них, знайдемо , , , .
Рівняння      за видом не є алгебраїчними, але їх можна звести до алгебраїчних: ,  , .  [11;7]
Приклади.
1. 
Розв’язування
 
 
Виконаємо заміну 
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1) 
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Відповідь: 
2. 
Розв’язування
 
 
Виконаємо заміну 
 

 
 
4) 
1) , 
2) , 

Відповідь: , 
3. 
Розв’язування
 
 
Виконаємо заміну 

 
 

1) ,   
2) , 
Відповідь: , 
При розв’язуванні рівнянь цього пункту необхідно знати формули:
1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 
10. 
11.  
12. 
13. 
14. 
15. Формули зведення

Більш детально інформацію по формулах можна знайти в Додатку №1

1.3 Однорідні рівняння
  Рівняння , ,  і так далі називають однорідними відносно  і . Сума показників степенів при  і  в усіх членів такого рівняння однакова. Ця сума називається степенем однорідного рівняння. Розглянуті рівняння мають перший, другий і третій степінь. Ділимо на , де k – степінь однорідного рівняння, рівняння зводиться до алгебраїчного відносно функції .
Розглянемо рівняння  (1). Розділимо рівняння (1) на , отримаємо:  (2). При  (1) і (2) рівносильні, тому що . Якщо ж , що неможливо, тому що втрачає смисл тотожність  ( і  при одному і тому ж значенні х в 0 не перетворюються). Із рівняння (2) визначаємо значення  , а потім знаходимо відповідне значення х. Очевидно, що при  значення  не існує в множені R, а тому рівняння (2), а значить і рівняння (1) розв’язку не мають.
Рівняння  (3) в такому вигляді не є однорідним, але його можна звести до однорідного, помноживши його праву частину на  : ;  або  (4). При  рівняння (3) і (4) рівносильні. Із рівняння (4) знаходимо , а потім відповідне значення х.
Приклади:
1. , .
Розділимо дві частини рівняння на : 
 
 
Відповідь: 
2. , .
Розділимо дві частини рівняння на : 
 

 

 
Відповідь: 
3. .
В умові не сказано, що , а тому ділити рівняння на  неможна. Але можна сказати, що , тому що в протилежному випадку ,що неможливо одночасно. Розділимо дві частини рівняння на , отримаємо: 
 
 
1) , 
2) , 
Відповідь: 
4. 
Помножимо праву частину рівняння на 
Отримаємо: 
 
Очевидно, що  Розділимо на , отримаємо:
 
 і 
 і 
Відповідь:  
1.4 Рівняння, що розв’язуються за допомогою розкладу на множники
При розв’язуванні рівнянь цього виду потрібно користуватися всіма відомими способами розкладу на множники алгебраїчних виразів. А це, винесення за дужки спільного множника, групування, застосування формул скороченого множення і ділення.  Необхідно також знати формули, дані в пункті 1.2 і формули:
1. 
2. 
3. 
4. 
1.5 Рівняння, що розв’язуються за допомогою умови рівності однойменних тригонометричних функцій
Багато тригонометричних рівнянь можуть бути зведені до рівності однойменних тригонометричних функцій. Такі рівняння розв’язуються на основі умов рівності однойменних тригонометричних функцій, теж саме, що ті умови, яким мають задовольняти два кути: , якщо а) , б) , с) .
Введемо ці умови:	
Теорема 1. Для того, щоб синуси двох кутів були рівні, необхідно і достатньо, щоб виконувалась хоча б одна із умов: різниця цих кутів повинна дорівнювати , помноженому на парне число або сума цих кутів повинна дорівнювати , помноженому на непарне число.
Приклади:
1. , тому що 
2. , , тому що 
3. , тому що 
4. , тому що не виконується жодна з умов рівності синусів.
Теорема 2. Для того, щоб синуси двох кутів були рівні, необхідно і достатньо, щоб виконувалась хоча б одна із умов: різниця цих кутів повинна дорівнювати , помноженому на непарне число або сума цих кутів повинна дорівнювати , помноженому на парне число.
Приклади: 
1. , тому що 
2. , тому що 
3. , тому що 
4. , тому що  і , так як не виконується ні одна із умов рівності косинусів. 
Теорема 3. Для того, щоб тангенси двох кутів були рівні, необхідно і достатньо, щоб виконувались наступні дві умови: тангенс кожного із даних кутів існує і різниця цих кутів рівна числу , помноженому на ціле число.
Приклади:
1. , тому що тангенс кожного кута існує і 
2. , , тому що тангенс кожного кута існує і 
3. Неможна стверджувати, що , тому що не виконується перша умова ( тангенси цих кутів не існують), хоча виконується друга умова: 
4. , тому що не виконуються обидві умови: , де , і  не існує.
Використовуємо дані теореми при розв’язуванні тригонометричних рівнянь, які або є рівністю тригонометричних функцій, або можуть бути зведені до такої рівності.
1. 
На основі умов рівності двох синусів маємо: 
1) , , , 
2) , , 
Відповідь: , ,  
2. 
Замінимо рівняння рівністю : 
На основі умов рівності двох синусів маємо: 
1) , , , 
2) , , 
Відповідь: , , 
3. 
Замінимо рівняння рівністю : 
1) , , , 
2) , , 
Відповідь: , , 
4. 
Використаємо рівність косинусів двох кутів:
1) , , , 
2) , , 
Відповідь: , 
5. 
 
Використаємо рівність косинусів двох кутів:
1) , , , 
2) , , , 
Відповідь: , , . 
6. 
Ділимо дві частини рівняння на . Це можливо, тому що в даних умовах  не може дорівнювати нулю:  
 
 
 
На основі умов рівності тангенсів двох кутів маємо: , , ,  . При кожному значенні х із цієї сукупності кожна із частин рівності  існує. 
Відповідь:  ,  




1.6  Рівняння, що розв’язуються за допомогою формул суми тригонометричних формул
Формули перетворення суми тригонометричних функцій в добуток.
 
 
 
 

 
 
 
 

В деяких прикладах будуть необхідні також формули:
 
       (Див. додаток №2) 
Приклад:
 
 

 
 
1) 
2) , 
3) 

 
 

 
 

1.7  Рівняння, що розв’язуються за допомогою формул суми кутів і розкладу добутку тригонометричних функцій в суму 
 
 
 
 
 
  (Див. додаток №3)
Приклади:
1. ,  - деяке число 
 
 
 
1) , тоді  
2) ,  , , 
Відповідь: , якщо , або , якщо 
2. 
 
 
 
 
Відповідь: 
3. 
 
 
 
, , ,
 
Відповідь: 
4. 
 
 
 
 
 
, , .
Відповідь: , 
5. 
 
 
 
 
                                (1)
Зробимо заміну  
 , 
Рівняння (1) буде мати вигляд:
 
 
 
1) , , а тому розв’язків немає
2) , тоді , , ,  
 
 , 
Відповідь: , 



















1.8 Рівняння, що розв’язуються за допомогою формул пониження степеня
 
  Див. додаток №4
Приклади:
1. 

 
 
 
 
1) 

2) , , , 
3) , , , , 
Відповідь: , ,  , 
2. 
 

 
 
1) 

2) , , , 
3) , , , 
Відповідь: , ,  , 
3. 
 
 

 
 
 
 


1) , 
2) , 
Відповідь: 
4. 
 
 

 
 
 
 


1) , , ,  
2) , , , , 
Відповідь:, , , 












1.9 Рівняння виду 
В рівнянні ,  – будь-які дійсні числа. Якщо , а  , то рівняння втрачає смисл; якщо ж , то  - будь-яке дійсне число, тобто рівняння перетворюється в тотожність. 
Розглянемо рівняння , у якого довільні коефіцієнти. Таке рівняння розв’язується різними способами.
Розглянемо один із способів розв’язку рівняння  - введення допоміжного кута.
Ми знаємо, якщо , то існує такий кут , що , , або навпаки. Для розв’язку рівняння  винесемо за дужки множник . Отримаємо . Оскільки , то перше число , а друге . В такому випадку рівняння приймає вигляд:  або  (1), звідки . Це рівняння має розв’язок, якщо , тоді , . Кут  знаходиться із рівності , звідки . 
Відповідь: ,  [8;105]
Приклади:
1. 

відповідно, рівняння має рішення.
Використаємо формулу (1): ,  , , звідки отримаємо , ,  
Відповідь: 
2. 
 
 
 
 
 
,  













1.10 Рівняння, що складаються з обернених тригонометричних функцій 
При розв’язуванні рівнянь цього пункту, потрібно знати, що: 
;  
;  
;  
  і   ,  якщо 
  і   ,  якщо  (Див. додаток №5)
Приклади:
1. 
. Оскільки значення арктангенса знаходиться в проміжку , то в цьому випадку з рівності кутів слідує рівність функцій. Користуючись зробленими замітками, отримаємо: 
 звідки
 
Відповідь: 
2. 
 
 
 
 
Відповідь: 
3.               (1)
Рівняння має смисл, якщо . Розглянемо два способи розв’язку.
1-й спосіб. 
1) Позначимо ,  ,  , . Оскільки , то  звідси 
2) Позначимо , , 
3) ,  ,  , 
 ,
,
,
,
 
, ,  
Відповідь:  
2-й спосіб
Скористаємось рівностями , . Отже, взявши синус від двох частин рівняння (1), отримаємо:,
, і так далі (див. 1-й спосіб)
Розділ 2. Тригонометричні нерівності  
Два тригонометричні вирази, з’єднаних між собою знаками «» або «», називаються тригонометричними нерівностями. Тригонометричні нерівності можуть бути тотожними (безумовним) і умовним.
Тотожні нерівності доводяться, а умовні – розв’язуються. Тригонометрична нерівність називається тотожним, або безумовним, якщо воно дійсне при всіх можливих значеннях невідомих, що входять в нерівність.
Наприклад:
1)  при всіх , крім ;
2)  при всіх 
3) 
Тригонометрична нерівність називається умовним, якщо воно дійсне при всіх значеннях невідомих, що входять в нерівність.
Наприклад:
1) , що виконується тільки на відрізках ;
2) , що виконується тільки на відрізках 
3)  , що виконується в інтервалі 
Розв’язати тригонометричне рівняння – це значить найти множину значень невідомих, що входять в нерівність, при яких нерівність виконується. Ми знаємо, що тригонометричні функції  і  мають найменший додатній період , а  і  мають найменший додатній період  . При розв’язуванні тригонометричних нерівностей потрібно враховувати періодичність цих функцій та їх монотонність на відповідних проміжках.
Для того, щоб розв’язати нерівність, що складається тільки з  або тільки , достатньо розв’язати цю нерівність на будь-якому проміжку довжиною . Множину всіх розв’язків отримаємо, додавши до кожного із знайдених на цьому проміжку розв’язків число виду . Для нерівностей, що складаються тільки з  і , розв’язок знаходиться на проміжку довжиною , а множину всіх розв’язків отримаємо, додавши до кожного із знайдених на цьому проміжку розв’язків число виду . Тригонометричні нерівності можна розв’язувати використовуючи графіки функцій . Ми будемо розв’язувати нерівності використовуючи одиничне коло. При розв’язуванні тригонометричних нерівностей ми в кінцевому результаті ми будемо проходити до нерівностей . Звичайно, потрібно навчитись їх розв’язувати. [10;47]
Приклади:
1. 
 (
B
N
A
M
x
y
0
)Проводимо дві осі ОХ і OY , будуємо круг  з центром в точці перетину осей. Проводимо пряму . Всі значення  на проміжку NM більше . NM стягує дугу AB з початком в точці  і з кінцем в точці . Відповідно, розв’язком нерівності будуть всі значення проміжку  з додаванням  ,  
2.  (
B
A
x
y
0
)
,  , , , 
3. 
, ,             ,  , 

4.  (
B
A
x
y
0
C
D
)
Для більш точної побудови дуг можна спочатку знайти дуги (кути), синуси яких рівні . Такими дугами будуть , які легко построїти за допомогою циркуля і лінійки, відложивши ці дуги від точки . На дузі AB:    (1), на дузі CD: ,     (2). З нерівностей (1) і (2) слідує:   (3). , , 
Зауваження. Якщо дуги симетричні відносно початку координат, то відповідь можна писати на будь-якій дузі, зменшивши період в 2 рази.

5. 
Із рівності слідує, що  або . Або ще записують так: . Дуги симетричні відносно осі координат, відповідно, достатньо написати відповідь на одній із дуг, наприклад на дузі AB: , .  або , 
6.  (
B
A
x
y
0
M
)

 стягує дугу АВ, на якій виконується нерівність 

 (
B
A
x
y
0
M
N
)

7. 
, . MN стягує дугу ANB, на якій виконується нерівність , 
 (
B
A
x
0
C
D
)
8. 
.  Дуги АВ і СD симетричні відносно осі координат, тому достатньо написати відповідь на одній із дуг, наприклад на дузі АВ. Але період необхідно зменшити в два рази: . А саме: якщо дуги симетричні відносно осей координат, то відповідь можна взяти на дузі більш зручній, зменшивши в цьому випадку період в 2 рази. Дійсно, при  отримаємо нерівність (1), а при   отримаємо нерівність (2).
9.  (
x
y
0
)
 (
x
y
0
). Враховуючи зауваження, зроблене в 4 прикладі, запишемо відповідь: 


10.  

З рисунку видно, що , 

 (
x
y
0
)


11.  

З рисунку видно, що , 



12.  (
x
y
0
) 

Дуга (кут), тангент якої (якого)  дорівнює  буде . Оскільки тангенс має період, рівний , то розв’язком нерівності буде: 
,  

 (
x
y
0
)
13.  
З умови: 
 і
, 

 (
x
y
0
)
14. 
 (
x
y
0
-1
1
)Кут, котангенс якого дорівнює , буде . Оскільки період котангенса дорівнює , то розв’язком нерівності буде: , 
15.  
З рівняння отримаємо: . Розв’язком нерівності буде інтервал:  
Розв’язування нерівностей часто здійснюють за допомогою основних властивостей функцій. При дослідженні більш складних функцій і побудованих їх графіків виникає потреба в попередньому розв’язку нерівностей. Розглянемо розв’язування більш складних нерівностей.
Приклади:
1.  (
x
y
0
)
,  , , . Позначимо , тоді . . Відповідно  , . Розв’язком нерівності будуть інтервали  або  , 
о
2. 
 
 
 
 
,  






Розділ 3. Вправи для самостійного розв’язування.
1. Найпростіші тригонометричні рівняння
1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 
23) 
24) 
25) 
2. Рівняння, що зводяться до алгебраїчних
1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 
23) 
24) 
25) 
3. Однорідні рівняння
1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 
23) 
24) 
25) 
4. Рівняння, що розв’язуються за допомогою розкладу на множники
1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 
23) 
24) 
25) 
5. Рівняння, що розв’язуються за допомогою умов рівності однойменних тригонометричних функцій
1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 
23) 
24) 
25) 
6. Рівняння, що розв’язуються за допомогою формул суми тригонометричних функцій
1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 
23) 
24) 
25) 
7. Рівняння, що розв’язуються за допомогою формул суми кутів і розладу добутку тригонометричних функцій в суму
1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 
23) 
24) 
25) 
8. Рівняння, що розв’язуються за допомогою формул пониження степеня
1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 
23) 
24) 
25) 
9. Рівняння виду 
1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 
23) 
24) 
25) 
10. Рівняння, що складаються з обернених тригонометричних функцій
1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 
23) 
24) 
25) 
11. Тригонометричні нерівності
1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 
23) 
24) 
25) 

























Розділ 4. Використання новітніх технологій на уроках математики.
Сьогодні все частіше на уроках використовуються новітні технології. Саме тому мною був розроблений та створений сайт на тему: «Тригонометричні рівняння та нерівності». 
На даний момент адреса сайту - http://trugonometria.ucoz.ru. Доступ до сайту вільний. Тобто під час навчання учні зможуть самостійно заходити на дану сторінку ознайомлюватись, як з теоретичним матеріалом так і з прикладами розв’язування тригонометричних рівнянь та нерівностей. 
[image: ]
На сайті учні та вчителі мають можливість залишити свої коментарі та побажання у розділі «Гостьова книга». А також написати особистого листа адміністраторам сайту у розділі «Зворотній зв’язок».
Для створення сайту теоретичні відомості було розподілена на,: 1) тригонометричні рівняння; 2) тригонометричні нерівності; 3) вправи для самостійного розв’язування. 
Перший теоретичний блок складається з 10 пунктів, а саме: розв’язування найпростіших тригонометричних рівнянь; рівняння, що зводяться до алгебраїчних; однорідні рівняння; рівняння, що розв’язуються за допомогою розкладу на множники; умов рівності однойменних тригонометричних функцій; формул суми тригонометричних функцій; формул суми кутів і розкладу добутку тригонометричних функцій в суму; формул пониження степеня; рівняння виду ; рівняння, що складаються з обернених тригонометричних функцій. До кожного пункту підібрано теоретичний матеріал та приклади розв’язування відповідних тригонометричних рівнянь. 
Другий теоретичний блок складається з тригонометричних нерівностей. В ній розглянуті різноманітні нерівності від простіших до складніших.
Третій блок складається з вправ, які вибрані відповідно до кожного пункту з першої та другої частини. Всього ця частина складається з 275 вправ по 25 для кожного пункту. Вони можуть використовуватись для самостійного розв’язування або ж на уроках математики при вивченні теми «Тригонометричні рівняння та нерівності».
 Використовуючи дану структуру матеріалу, був розроблений сайт з метою вивчення учнями теми «Тригонометричні рівняння та нерівності». Цей сайт можна використовувати для самостійного вивчення даної теми.
Отже, для створення сайту був використаний онлайн конструктор сайтів uCoz.
uCoz — це безкоштовний веб-хостинг з вбудованою системою керування сайтом. Модулі uCoz можуть використовуватися як у єдиній зв’язці для створення повнофункціонального сайту, так і окремо, наприклад, в якості блог-платформи, веб-форуму і так далі.
 Фактично, uCoz — це безкоштовний веб-сервіс, що працює за принципами Web 2.0, і дозволяє, в першу чергу, створювати сайти різного рівня складності, та достатньо сильно відрізняється від традиційних безкоштовних хостингів.
Зараз у системі побудовано більш ніж 1 мільйон сайтів (станом на 22.06.2011). За версією Alexa Internet сервіс займає 13 місце серед найпопулярніших російських сайтів.
При реєстрації користувачу надається можливість вибрати домен для свого проекту. У системі існують також і домени, спеціально розраховані на українську аудиторію — name.ucoz.ua, name.at.ua.
Основні можливості:
· Користувачу пропонується 258 дизайнів на вибір, які можна використати для побудови сайту
· Можливість створити власний дизайн (шаблон) або переробити будь-який зі стандартних
· При реєстрації кожен користувач отримує 400 мегабайт дискового обсягу. Дисковий обсяг постійно збільшується пропорційно зростанню кількості відвідувачів сайту.
· Можливість отримати домен третього рівня в 21 різних зонах
· Доступ до FTP
· Безкоштовна технічна підтримка
· WYSIWYG online редактор
· Візуальний конструктор блоків
· Версія сайту для PDA
· Резервне копіювання
· Лайтбокс
· ЛЗУ (людино-зрозумілий URL)
· Загальна авторизація — uID
Модулі системи:
· Користувачі — управління списком користувачів сайту
· Форум- можливість створювати та управляти формумами
· Щоденник (блог)- створення та управління блогом
· Фотоальбоми — можливість створювати власні фотоальбоми та зберігати фотографії
· Гостьова книга — управління гостьовою книгою
· Каталог статей — модуль для управління статтями на сайті
· Міні-чат- модуль для маленьких повідомлень, які можуть містити смайли
· Шаблони — модуль містить 235 дизайнів на будь-який смак
· Новини сайту — модуль. що дозволяє користувачеві слідкувати за оновленням сайту
· Інтернет-статистика — дає можливість відслідковувати статистику відвідувань сайту
· Каталог файлів — каталог файлів, які буди додані користувачами сайту
· Каталог лінків — список веб-адрес, які були додані користувачами сайту
· Об'яви — можливість додавати об'яви
· FAQ — список найчастіших запитань та відповідей на них
· Опитування — можливість проводити опитування різного спрямування
· E-mail форми — можливість зворотнього зв'язку з адміністрацією
· Онлайн-ігри — модуль, в якому представлені 217 ігор різних напрямків — від стратегій до настольних ігор
· Інтернет-магазин (в режимі бета-тестування) — новий модуль системи, який є оптимальним рішенням в сфері електронної торгівлі
· Відео (в цей час знаходится в стадії розробки)
В основу розробки сервісу був закладений сполучений досвід декількох розробників, що виражався в передуючій роботі над сервісом голосування та сервісом безкоштовних гостьових книг, а також скриптом професійної CMS під назвою WoCatalog Pro.
Після майже року створення 29 жовтня 2005 року російська версія сервісів побачила світ.
У червні 2007 року відбулося офіціальне відкриття англомовної версії, а у серпні старт альфа версії німецької.
У березні 2008 року розробники українізували систему. Україномовний варіант доступний за адресою ucoz.ua.
На сьогоднішній день існує 12 версій сервісу на різних мовах.
Для створення сайту були використані наступні модулі: користувачі, гостьова книга, шаблони, новини сайту, інтернет статистика, опитування, пошук, e-mail форми.
Також в розділі «Тригонометричні нерівності» додано флеш ролики з графічним розв’язуванням прикладів нерівностей. Вони створені за допомогою програми – Macromedia flash 8.
Flash (вимовляється [флеш]) — продукт компанії «Macromedia» (з 2005 року — один з підрозділів «Adobe»), що дозволяє розробляти інтерактивні мультимедійні програми. Сфера використання Flash різна, це можуть бути ігри, веб-сайти, презентації, банери і просто мультфільми. При створенні продукту можна використати медіа, звукові та графічні файли, можна створювати інтерактивні інтерфейси та повноцінні веб-програми із використанням PHP та XML.
Adobe Flash — це середовище для створення роликів під Flash платформу (Flash Platform), разом з нею існують й інші інструменти (середовища): Adobe Flex Builder, Flash Development Tool (FDT), та інші.
Flash-файли мають розширення .swf і для перегляду вимагають наявності Adobe Flash Player, що може бути встановлений як плагін у браузер. Flash Player поширюється безкоштовно через сайт Adobe. Вихідні файли з розширенням .fla створюються в середовищі розробки Macromedia Flash, а потім компілюються в зрозумілий для Flash Player формат — .swf
В основі Flash лежить векторний морфінг, тобто плавне «перетікання» одного ключового кадру в інший. Це дозволяє робити досить складні мультиплікаційні сцени, задаючи лише кілька ключових кадрів для кожного персонажа.
Другий «кит» Flash'а — повна програмованість. Flash використовує мову програмування ActionScript, яка за синтаксисом є схожою із JavaScript. Остання версія мови (ActionScript 3.0) є повноцінною об’єктно-орієнтованою мовою.
Технологія векторного морфінга застосовувалася задовго до Flash. У 1986 році була випущена програма Fantavision, що використала цю технологію. У 1990 році на цій технології була випущена гра Another World, а двома роками пізніше — Flashback.
Історія Flash почалася у 1995, коли після придбання програми для анімації FutureSplash Animator, компанія Macromedia випустила вже власний продукт під назвою Flash. Спочатку це була програма для створення нескладної анімації, але після 4-ої версії і з появою вбудованої скриптової мови ActionScript, ця програма перетворилася у дійсно потужний продукт. Останньою на сьогоднішній день офіційною версією програми є Adobe Flash CS5.
Використання векторної графіки разом з програмним кодом забезпечує малі розміри файлів Flash, що надає можливість економити трафік і зменшити час завантаження сторінки. Але для відображення тексту, відео альтернативні додатки можуть надати кращу продуктивність і спожити менше ресурсів центрального процесора ніж Flash-об'єкти, наприклад, використовуючи прозорість чи відображення фотозображень.

На додаток до рушія побудови векторної графіки, Flash Player включає віртуальну машину, що має назву ActionScript Virtual Machine (AVM) для створення механізму бізнес-логіки додатку часу виконання, підтримку відео, MP3 аудіо, графіки формату BMP. Починаючи з версії 8, введена підтримка двох відео кодеків: On2 Technologies VP6 і Sorenson Spark, а також підтримка часу виконання формату JPEG, Progressive JPEG, PNG і GIF. А починаючи з наступної версії, введена підтримка компіляції на льоту для мови ActionScript.














Висновок:
У першому розділі даної дипломної роботи зроблена класифікація по методах розв’язування тригонометричних рівнянь. Загалом виділено 10 методів а саме: розв’язування найпростіших тригонометричних рівнянь; рівняння, що зводяться до алгебраїчних; однорідні рівняння; рівняння, що розв’язуються за допомогою розкладу на множники; умов рівності однойменних тригонометричних функцій; формул суми тригонометричних функцій; формул суми кутів і розкладу добутку тригонометричних функцій в суму; формул пониження степеня; рівняння виду ; рівняння, що складаються з обернених тригонометричних функцій. До кожного пункту підібрано теоретичний матеріал та приклади розв’язування відповідних тригонометричних рівнянь. Також до кожного методу наведенні приклади розв’язування відповідних рівнянь.
У другому розділі розглянуті види тригонометричних нерівностей та приклади розв’язування нерівностей від найпростіших до складніших.
У третьому розділі дипломної роботи підібрано до кожного пункту з першого розділу, а також до другого розділу по 25 вправ для самостійного розв’язування.
Також на основі даної дипломної роботи розроблений сайт – trugonometria.ucoz.ru на якому відповідно розміщена теоретична інформація по методах розв’язування тригонометричних рівнянь та нерівностей, а також наведені приклади їх розв’язування.
На даному сайті є можливість залишати свої коментарі та побажання. Також усі відвідувачі сайту можуть надіслати адміністраторам свої запитання за допомогою розділу «Зворотній зв’язок».
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Додаток №1
Формули зведення
Формули додавання дозволяють обґрунтувати формули зведення, за якими тригонометричні функції від  аргументів виду   і  (k є Z) зводять до тригонометричних функцій від аргументу α.
Розглянемо декілька прикладів.
        
 

(звичайно, в останньому випадку той самий результат можна одержати, використовуючи періодичність і непарність функції котангенса);


Для аналізу одержаних результатів складемо таблицю.
	Вид аргументу
	Одержана формула
	Зміні назви заданої функції
	Координатна чверть (якщо умовно вважати кут α гострим
	Знак заданої функції у відповідній чверті
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Аналогічно можна обґрунтувати, що в усіх випадках тригонометричні функції від аргументів виду  і  можна зводити до тригонометричних функцій від аргументу а за таким алгоритмом: 
якщо до числа α додається число kα, k є Z (тобто число, яке зображується па горизонтальному діаметрі одиничного кола), то назва заданої функції не змінюється, а якщо додається число  (тобто число, яке зображується на вертикальному діаметрі одиничного кола), то назва заданої функції змінюється на відповідну (синус на косинус, косинус на синус, тангенс на котангенс і котангенс на тангенс). Знак одержаного виразу визначається знаком початкового виразу, якщо умовно вважати кут а гострим. 
У таблиці наведено основні формули зведення. Усі інші випадки може бути зведено до них за допомогою використання періодичності відповідних тригонометричних функцій.
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	


Зазначимо, що за формулами зведення , , , . Якщо останні формули записати справа наліво, то одержимо корисні співвідношення, які часто називають формулами доповняльних аргументів (аргументи α і  доповнюють один одного до ):




Співвідношення між тригонометричними функціями одного аргументу
На рисунку зображене одиничне коло, тобто коло радіуса 1 з центром у початку координат. Рівняння цього кола: х2 + у2 = 1.
[image: ]Нехай при повороті на кут α точка  (1; 0) одиничного кола переходить у точку  (тобто при повороті на кут α радіус  переходить у радіус ). Нагадаємо, що синусом α називають ординату точки  (х; у) одиничного кола, тобто sin α = у, а косинусом α — абсцису цієї точки, тобто   cos α = x. Координати точки  задовольняють рівнянню кола, тоді у2 + х2 = 1, отже,

Це співвідношення називають основною тригонометричною тотожністю.
Нагадаємо також, що:
 (де )       (де )
Тоді , тобто
 ().
За допомогою цих співвідношень і основної тригонометричної тотожності одержуємо:
, тобто
 ()
Аналогічно отримуємо:   , тобто
 ()

Додаток №2
1.    Косинус різниці і суми
Щоб одержати формулу для , спочатку розглянемо випадок, коли α і β знаходяться в проміжку  і α > β. На одиничному колі позначимо точки  і   та зобразимо вектори   і  . Ці вектори мають ті самі координати, що й точки  і   тобто:
 . 
Довжини  (модулі)  цих  векторів  дорівнюють  одиниці:     , , а кут між ними дорівнює  (тобто  О = ). Знайдемо скалярний добуток векторів     і   двома способами: 
1) як суму добутків однойменних координат:
;
2) як добуток довжин (модулів) векторів на косинус кута між ними:

Отже,
	             (1)
[image: ]Одержану формулу називають формулою косинуса різниці. Словесно її можна сформулювати так:
[image: ]косинус різниці двох кутів (чисел) дорівнює добутку косинуса першого кута (числа) на косинус другого плюс добуток синуса першого на синус другого.
Щоб обґрунтувати цю формулу в загальному випадку, нагадаємо, що за означенням кут між векторами ( може бути тільки в межах від 0 до π, тому при α > β кут між векторами  і  може дорівнювати , або може дорівнювати , або може відрізнятися від цих значень на ціле число обертів (тобто на 2πk, де k є Z).
Ураховуючи періодичність (з періодом 2π) та парність функції коcинус, одержуємо, що в будь-якому випадку cos  О= , отже, наведене обґрунтування залишається правильним для будь-яких
значень α і β.
За допомогою формули (1) легко вивести формулу косинуса суми: 

Отже,
             (2)
Косинус суми двох кутів (чисел) дорівнює добутку косинуса
першого кута (числа) на косинус другого мінус добуток синуса першого на синус другого. 
2.    Синус суми і різнці
Виведемо тепер формули синуса суми і синуса різниці.
Спочатку за формулою (1) одержимо два корисні співвідношення, а саме:

Запишемо одержану формулу справа наліво:
                (3)
Якщо підставити у формулу (3) , маємо
                 (4)
Використовуючи формули (3), (1) і (4), одержуємо:

 
Отже,
        (5)
Синус суми двох кутів (чисел) дорівнює добутку синуса першого кута (числа) на косинус другого плюс добуток косинуса першого на синус другого.
Для синуса різниці маємо:


Отже,
        (6)
Синус різниці двох кутів дорівнює добутку синуса першого кута (числа) на косинус другого мінус добуток косинуса першого на синус другого. 
3.    Тангенс суми і різниці
За допомогою формул додавання для синуса (5) і косинуса (2) легко одержати формули додавання для тангенса чи котангенса. Наприклад,

Поділимо чисельник і знаменник останнього дробу на добуток  (звичайно, за умови, що ≠ 0 і  ≠ 0 ) та одержимо:

Отже, 

Для тангенса різниці маємо:

Отже, 

Формули подвійного аргументу
Щоб одержати формули подвійного аргументу, достатньо у формулах додавання



Взяти β = α. Одержимо тотожності:
, тобто

, тобто

, тобто

Із формули , користуючись основною тригонометричною тотожністю , можна одержати формули, які дозволяють виразити  тільки через  або тільки через . Дійсно, з основної тригонометричної тотожності одержуємо
,     . Тоді
, тобто



Із формул (1) і (2) можна одержати наслідки, які корисно запам'ятати:
                        
Ці формули називають формулами зниження степеня.
Якщо в останніх формулах позначити  = х, тобто , то можна записати такі формули:
                       
Зазначимо, що формули синуса і косинуса подвійного аргументу справедливі для будь-яких значень аргументу, тоді як формула тангенса подвійного аргументу справедлива тільки для тих значень аргументу , для яких означено tg  і tg 2, тобто тільки при  і  , де k є Z.
Зазначимо також, що, як завжди, одержані формули можна використовувати як зліва направо, так і справа наліво. Наприклад, замість виразу  можна записати , а замість виразу  записати .

Додаток №3
Формули суми і різниці тригонометричних функцій.
За формулами додавання:


Додаючи почленно ці рівності, одержуємо:
               (1)
Якщо позначити:
                               (2)
                               (3)
то, додаючи і віднімаючи рівності (2) і (3), маємо: , 
Тоді з формули (1) одержуємо формулу перетворення суми синусів у добуток:

                     (4)
Словесно її можна сформулювати так:
Сума синусів двох аргументів дорівнює подвоєному добутку синуса півсуми на косинус їх піврізниці.
Якщо замінити у формулі (4)   на  і враховуючи непарність синуса:  , то одержимо формулу:
                    (5)
Різниця суми двох аргументів дорівнює подвоєному добутку синуса піврізниці цих аргументів на косинус їх півсуми.
Аналогічно, додаючи почленно рівності
                    (6)
                    (7)
Одержимо: 
                       (8)
і, виконуючи заміни (2) і (3),  маємо:
 
Сума косинусів двох аргументів дорівнює подвоєному добутку косинуса півсуми цих аргументів на косинус їх піврізниці.
Якщо відняти від рівності (6) рівність (7), то одержимо:
                   (9)
Тоді:

Різниця косинусів двох аргументів дорівнює: мінус подвоєний добуток синуса півсуми цих аргументів на синус їх піврізниці.
Для того щоб обґрунтувати формули перетворення суми (різниці) тангенсів, достатньо використати означення тангенса і формули додавання:

Отже,
                           (10)
Якщо у формулі (9) замінити  на  і враховуючи непарність тангенса  і парність косинуса , одержуємо:
                           (11)
Звичайно, що формули (10) і (11) справедливі тільки тоді, коли  і.
2.  Перетворення добутку тригонометричних функцій у суму.
Звичайно, що в процесі обґрунтування формул перетворення суми та різниці синусів і косинусів у добуток ми фактично отримали і формули перетворення добутків тригонометричних функцій у суму. Дійсно, якщо поділити обидві частини рівності (1) на 2 і записати одержану рівність справа наліво, маємо:

Аналогічно з формули (8) одержуємо:

а з формули (9) (після ділення на -2) маємо:

Додаток №4
1. Формули потрійного аргументу. 
Використовуючи формули додавання, формули подвійного аргументу, основну тригонометричну тотожність і формулу , одержуємо такі формули: 

Отже,


Отже,


Отже,


Отже,


Зауваження. Функції  і  існують при будь-яких значеннях , a  існує тільки тоді, коли , де k є Z, тобто , отже, , де k є Z. Аналогічно  існує тільки тоді, коли , де k є Z. Тоді, k є Z.
2.    Формули пониження степеня. З формул    та  одержуємо формули пониження степеня:
                (1)
               (2)
3.    Формули половинного аргументу. Якщо у формулах (1) і (2) замість  взяти аргумент  , то одержимо:
                (3)
               (4)
З формул (3) і (4) одержуємо формули половинного аргументу для синуса і косинуса:
                (5)
               (6)
У цих формулах знак перед коренем вибирають залежно від знака тригонометричної функції, що стоїть у лівій частині рівності.
Якщо  почленно  розділити  формули  (5)  і  (6)  та  врахувати, що , а   то одержуємо:
                (8)
               (7)
У формулах (7) і (8) знак перед коренем також вибирають залежно від знака тригонометричної функції, що стоїть у лівій частині рівності.
Зазначимо, що формули (5) і (6) можна використовувати при будь-яких значеннях а, а формули (7) і (8) тільки тоді, коли існують значення  та  відповідно. Отже, формулу (7) можна використовувати, якщо , тобто , k є Z, a формулу (8) — якщо , тобто , k є Z.
Зауважимо, що для тангенса і котангенса половинного аргументу можна одержати формули, які не містять квадратних коренів. Наприклад,

Дійсно, ураховуючи, що аргумент а вдвічі більший за аргумент , маємо:
, якщо . Тобто формулу (9) можна використовувати при , k є Z. 
Аналогічно обґрунтовують формулу

, якщо , то формулу (10) можна використовувати при , k є Z.
Ураховуючи, що , одержуємо формули:


4. Вираження тригонометричних функцій через тангенс половинного аргументу. Щоб одержати відповідні формули для  і , запишемо кожен із цих виразів за формулами подвійного аргументу і поділимо на . Потім, щоб перейти до тангенсів, поділимо чисельник і знаменник одержаного дробу на  (звичайно, за умови, що , тобто при , k є Z).
               (11)
Отже, 
, k є Z
                  (12)
Отже,
, k є Z
Якщо почленно поділити рівності (11) і (12), то одержимо формули:
n є Z, k є Z    (13)
, k є Z    
Зауважимо, що формулу (13) можна одержати і за формулою тангенса подвійного аргументу, оскільки 







Додаток №5
Функція у = arcsin x
[image: ]1.	Графік функції у = arcsin x. Функція у = sin x зростає на проміжку  і набуває всіх значень від -1 до 1. Отже, на цьому проміжку функція у = sin х має обернену функцію яку позначають у = arcsin х, з областю визначення [—1; 1] і областю значень .   
Функція у = arcsin x теж зростає, і її графік можна одержати з графіка функції у = sin х (на заданому проміжку) симетричним відображенням відносно прямої у = х.
2.  Значення arcsin а. За означенням оберненої функції (на вибраному проміжку), якщо sin  = а, то arcsin а = , причому   і . Отже, запис arcsin а =  () означає, що  і sin  = а, тобто
   arcsin а — це таке число з проміжку  синус якого
дорівнює а.
3. Непарність функції  у = arcsin x 
Для знаходження арксинусів від’ємних чисел можна користуватися також непарністю функції  arcsin x, тобто формулою  arcsin (-α) = -  arcsin α
Це випливає з того,що графік функції  у = arcsin x симетричний відносно початку координат, а точка α і –α на осі Oy симетричні відносно осі Ох. Тоді відповідні точки А і В на одиничному колі (у проміжку ) теж будуть симетричні відносно осі Ох. Отже, СОА = СОВ. Але . Одержуємо

А
В


2.2 Функція у = arccos x
[image: ]1. Графік функції у = arccos x. Функція у = cos x спадає на проміжку  і набуває всіх значень від 1 до -1. Отже, на цьому проміжку функція у = cos х має обернену функцію, яку позначають у = arccos x, з областю визначення [-1; 1] і областю значень . Функція у = arccos x теж спадає, і її графік можна одержати з графіка функції у = cos x (на заданому проміжку) за допомогою симетричного відображення його відносно прямої у = х.
2. Значення arccos а. За означенням оберненої функції (на вибраному проміжку), якщо cos  = а, то arccos а = , причому  є  і | а | < 1. Отже, запис arccos а =  (| а | < 1) означає, що  є   і cos  = а, тобто
arccos а — це таке число з проміжку , косинус якого дорівнює а.
3. Формула для arccos (-а). Для знаходження арккосинусів від'ємних чисел можна також користуватися формулою arccos (-а) = π - arccos а. Це випливає з того, що точки а і (-а) на осі Ох є симетричними відносно осі Оу. Тоді і відповідні точки А і В на одиничному колі (у проміжку ) теж будуть симетричними відносно осі Оу. Таким чином,  СОА =  DOB, а отже,  СОВ = π -  DOB = π -  СОА. Але arccos a =  СОА, arccos (-a) =  СОВ = π -  СОА. Одержуємо


Зазначимо, що рівність arccos (-а) = π - arccos а означає, що функція     у = arccos х не є ні парною, ні непарною.
Функція у = arctg x
[image: ]1.	Графік функції у = arctg де. Функція у = tg x зростає на проміжку  і набуває всіх значень від - до +. Отже, на цьому проміжку функція у = tg х має обернену функцію, яку позначають у = arctg x, з областю визначення (—; +) і множиною значень .  Функція у = arctg х теж зростає, її графік можна одержати з графіка функції у = tg х (на заданому проміжку) за допомогою симетричного відображення відносно прямої у = х.
2.	Значення arctg а. За означенням оберненої функції (на вибраному проміжку), якщо tg  = а, то arctg а = , причому  є . Отже, запис arctg а =  означає, що  є    і tg  = а, тобто	:
    arctg а — це таке число з проміжку   , тангенс якого дорівнює а.
3.	Непарність функції у = arctg x. Для знаходження арктангенсів від'ємних чисел можна користуватися також непарністю функції arctg х, тобто застосовувати формулу arctg (—α) = — arctg α.
Це випливає з того, що графік функції у = arctg x симетричний відносно початку координат, а точки а і (-α) на лінії тангенсів є симетричними відносно осі Ох. Тоді і відповідні точки А та В на одиничному колі (у проміжку   ) теж будутьсиметричними відносно осі Ох. Отже,  СОА =  СОВ. Але arctg a = =  СОА, arctg (-a) = - СОВ. Одержуємо
-а
arctg (-α) = - arctg a
2.4 Функція у = arcctg x
[image: ]1. Графік функції у = arcctg x. Функція у = ctg x спадає на проміжку (0; π) і набуває всіх значень від —  до + . Отже, на цьому проміжку функція у = ctg х має обернену функцію, яку позначають у = arcctg x, з областю визначення (—; +) і областю значень (0; π). Функція y = arcctg х теж спадає, її графік можна одержати з графіка функції у = ctg х (на заданому проміжку) за допомогою симетричного відображення його відносно прямої у = х.
2. Значення arcctg а. За означенням оберненої функції (на вибраному проміжку), якщо ctg  = а, то arcctg а = , причому  є (0; π). Отже, запис  arcctg а =  означає, що  є (0; π) і ctg  = а, тобто
arcctg а — це таке число з проміжку (0; π), котангенс якого дорівнює а.
3.    Формула для arcctg (—α). Для знаходження арккотангенсів від'ємних чисел можна користуватися також формулою arcctg (-α) = π - arcctg α.
Це випливає з того, що точки а і (-а) на лінії котангенсів є симетричними відносно осі Оу. Тоді відповідні точки А і В на одиничному колі (у проміжку (0; π)) теж будуть симетричними відносно осі Оу. Таким чином,  СОА =  DOB, а отже,  COB = π -  DOB = я - СОА. Але   arcctg a =  СОА, arcctg (-α) =  СОВ = π -  СОА. Одержимо: 
arcctg (-α) = π - arcctg α
Зазначимо, що рівність arcctg (-а) = π - arcctg а означає, що функція у — arcctg х не є ні парною, ні непарною.
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