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Резюме
Відомо, що відповідно до умов теореми Ворпіцького про неперервні дроби, апроксиманти збігаються до значення неперервного дробу з похибкою O(1=n), і це значення є найкращим з можливих. Використовуючи геометричне розв’язання, ми отримали більш точні оцінки швидкості збіжності.  Ми також уточнили результат, отриманий Воделандом, який близько пов’язаний з теоремою Ворпіцького.

©  2001 Elsevier Science B.V. All rights reserved.

Ключові слова: Неперевні дроби; Ворпіцький

1. Вступ
Якщо aj і bj  є комплексними числами, де j = 1, 2, …, то вважається, що неперервний дріб 

збігається до значення K якщо Tn(0) → K при n → ∞, де 

(Tn  - це композиція (добуток) tj). Припустимо, що [image: ] для кожного значення [image: ] (інакше неперервний дріб переривається) і ми починаємо з наступного класичного результату.

Теорема Ворпіцького. (A) Якщо   для усіх n, тоді K(an|1) збігається до деякого значення на множині .  (Б) Якщо  для усіх n, тоді   збігається до деякого значення на множині .

Ворпіцький довів варіант (А) у 1865 році (у роботі [2,7] наведено відзив про Ворпіцького і його роботу). Доведення також можна знайти, наприклад, у [3, ст. 56]; [4, ст. 35]; [6, ст. 42]. Частини (А) і (Б) є еквівалентними, оскільки якщо ,
 і ,  тоді 


Поки що припустимо, що для всіх n Якщо   і  ; отже   збігається. Якщо , тоді  так що , 
 де D i і  - це відкритий і замкнений одиничні круги (диски) відповідно на множині C . Звідси, 

,
так що  утворюють вкладену спадну послідовність компактних кругів. Відомо, що радіус збіжності rn композиції  задовільняє умову 

 					(1.1)
і що ця нерівність є найкращим можливим варіантом,  при чому рівність виконується, коли an =−1 для усіх n (див. [4, ст. 118], де розглядається варіант (A)). Звичайно, існує краща нерівність, якщо   для усіх n, оскільки тоді   на множині  і таким чином, розглядаючи довжини окружностей кругів , ми бачимо, що   при n → ∞. Основною метою цього зауваження є отримання єдиної верхньої межі rn; вона чутлива до індивідуальних значень aj, і вона включає як задані межі , так і 
, як спеціальні випадки.

Теорема 1.1. Припустимо, що для всіх n 
 . Тоді радіус збіжності  композиції ,  задовольняє умову

,				(1.2)
Оскільки , нерівність (1.2) є сильнішою ніж (1.1), так що межа (1.2) дійсно містить найкращу можливу межу для . Також (1.2) означає, що якщо  для усіх n, тоді


Ми можемо отримати слабшу, але дещо простішу, нерівність ніж (1.2) на підставі того факту, що арифметична середня додатних чисел y1, …, yn не є меншою величиною, ніж їхня гармонічна середня. Дійсно, для усіх i and j, маємо  , 
отже 

Поєднавши це із (1.2) (після того, як ми замінили 3 у (1.2) на 2), отримуємо нерівність 
 


Отже, ми отримали достатню умову для більшої швидкості збіжності, ніж універсальна швидкість, яка забезпечується умовою (1.1).
[bookmark: page3]Наслідок 1.2. Припустимо, що для кожної n,  і bn =2. Якщо ряд   збігається до A, тоді 

У Розділі 2 ми доводимо Теорему 1.1. У розділі 3 на основі ідей, що були використані в процесі цього доведення, ми уточнюємо (доповнюємо) результат, який був отриманий у роботі [5].
Теорема А. Припустимо, що для усіх n, bn = 1 і  , де 
 Тоді значення K(an|1) знаходиться у кільці

,				(1.3)
Уявімо тепер, що  і нехай  так щоб . Припустимо, що
, 				(1.4)
і запишемо у вигляді


Тоді  є зростаючою послідовністю із границею ,  і Rn  є спадною послідовністю із границею[image: ], так що ,  де A задається у (1.3). Із таким представленням ми отримуємо наступний результат.
Теорема 1.3. Нехай для усіх n [image: ] і , де . Нехай [image: ] .  Тоді   для кожної з n. Зокрема,  .

2. Доведення Теореми 1.1

Наше доведення Теореми 1.1 грунтується на використанні ізометричних окружностей. Для будь-якого заданого перетворення Мебіуса


ізометрична окружність Cg точок g визначається як



 (див. [1, p. 25]). Відмітимо, що Cg має центр g−1(∞), і радіус 1/|c|. Значення окружності Cg полягає в тому, що g діє як інверсія на Cg , за якою слідує відбиття у перпендикулярно розташовану біссекторну площину сегмента [g−1(∞); g(∞)], і після цього (в загальному) обертання навколо g(∞). Зокрема, це показує, що g відображає зовнішню множину  своєї ізометричної окружності на внутрішню множину  ізометричної окружності g−1. Це також означає, що якщо ми позначимо інверсію на Cg як Ig тоді, для будь-якого круга [image: ],
[image: ]

і це часто є найлегшим способом розрахувати радіус .

Тепер ми застосуємо ці ідеї до перетворень tn, що слідують із неперервного дробу. По-перше, якщо, тоді ізометричні окружності t і t−1 – це   і 
відповідно, і вони залежать лише від |a|. Зокрема, ми бачимо, що t відображає    на .
Якщо ми зараз припустимо, що bn = 2 і для усіх n, тоді ізометричні окружності Ctn є зовнішніми по відношенню до  і це є геометричною причиною чому rn → 0 і чому насправді  у теоремі Ворпіцького.

Нам знадобиться наступна лема.

Лема 2.1. Уявімо, що , де . Тоді для будь-якого диску [image: ] , із радіусом, скажімо, r, у D отримаємо

.
Доведення. Нехай , і
. Оскількизнаходиться у напівплощині , ми бачимо, що . Ізометрична окружність перетворень  задана як
і інверсія у цій окружності відображаєна диск із радіусом 
. Отже, 
що і треба було довести. 

Тепер ми розпочинаємо доведення Теореми 1.1. З огляду на Лему 2.1, ми робимо додаткові перетворення 


з тим, щоб Лему 2.1 можна було переформулювати як .

Повторні застосування цієї нерівності (чи доведення шляхом індукції), а також той факт, що 
 дають в результаті
.

Представивши композицію перетворень Мебіуса як матрицю, отримаємо, скажімо, 
,
,
і просте доведення шляхом індукції показує, що для 
. 
.
Оскільки , 

то далі слідує нерівність (1.2). Наше доведення Теореми 1.1 завершене.


3. Доведення теореми 1.3.
Нехай

,
[bookmark: page5]де [image: ], [image: ] і [image: ]
Легко перевірити, що  має нерухомі точки (притягуюча) і  (відштовхуюча) так що за умови, що  , послідовність   є строго спадною послідовністю із границею  . Тепер візьмемо , і для  визначимо . Так як    з цього слідує, що Rn є строго спадною послідовністю із границею  . Зауважимо, що з форми  витікає, що Rn має очевидний скінченний розклад неперервного дробу; однак, стандартний аргумент про канонічні форми відображень Мебіуса приводить нас до закритої форми
 ,

де	і з розрахунків стає зрозумілим, що Rn  задається (1.4).

Тепер уявімо, що для всіх n,  Оскільки bn = 1 і  для кожної n, ми бачимо, що кожна tn відображає круг (диск)  (поданий у Теоремі 1.3) в самого себе. Дійсно,  для будь-якої z круга , і будь-якої n, ми маємо
 Оскільки  зростає при ми бачимо, що при 
 

Це означає, що  для усіх n, де 
Далі, ми визначаємо послідовність rn  як , 

і розрахунки показують, що rn задається (1.4). Ясно, що кожна rn є додатною, і оскільки Rn спадає до , rn – це зростаюча послідовність із границею . .Залишається лише довести, що для кожної n, і для кожної z при . .
Щойно наведене доведення показує, що при заданих , для кожної з яких (і кожній bj = 1), отримаємо . Звідси випливає, що 	
,					(3.4)
Зараз ми покажемо, що це дає нам той результат, до якого ми прагнули.
[bookmark: _GoBack]Перетворення tn мають спільну ізометричну окружність   і спільну «обернену» ізометричну окружність , так що  можна отримати спочатку шляхом інверсії Dn щодо окружності , потім за допомогою відображення у лінію , і після цього за допомогою усіх можливих обертань навколо початку координат  (це обертання визначається arg(a1), причому можливими є усі види обертань). Простий розрахунок тепер показує, що множина задана у (3.4) містить де rn задається (3.3) і (1.4). Таким чином, наше доведення Теореми 1.3 є завершеним. 
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