Решение транспортной задачи линейного программирования методом потенциалов.

1. Общая постановка задачи 

Транспортная задача линейного программирования формулируется таким способом. Имеем 
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 в которых находятся запасы какого-то однородного груза в количестве соответственно 
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 единиц. Кроме того, есть 
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 пунктов назначения 
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 единиц груза. Предусматривается, что сумма всех заявок равняется 
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Определенная стоимость 
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 перевозки единицы товара от каждого пункта отправления 
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 к каждому пункту назначения 
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. Матрица стоимостей 
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 имеет вид:
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Нужно составить такой план перевозок, при котором все заявки были бы выполнены и общая стоимость всех перевозок была минимальна. Таким образом, в качестве критерия избранная стоимость перевозки груза. Критериями в транспортной задаче могут быть такие показатели: расстояние, время, мощность и др. Транспортная задача, в которой выполняется условие (1), называется закрытой. Задача, в которой это условие не выполняется, называется открытой. В данной теме рассматривается закрытая транспортная задача.
2. Математическая постановка задачи
Математическая формулировка транспортной задачи может быть подано в таком виде: пусть 
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 - количество груза, который отправляется из i-го пункта отправления 
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 в j-й пункт назначения
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. Переменные 
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 должны удовлетворять неравенствам (3. –9.).
Любую совокупность значений 
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 называют планом перевозок. План, который удовлетворяет условиям (3), - (9), называют допустимым. Ранг системы (3) - (8) равняется 
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, тогда в ней 
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 свободных переменных. Поэтому план, в котором отлично от нуля не более 
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 переменных, а другие уровни нулю, называют опорным.
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Оптимальный план это такой план, что среди всех допустимых имеет наименьшую стоимость перевозок. Поиск оптимального плана выполняется с помощью транспортной табл.1.
	Пункты отправления
	Пункты назначения
	Запасы
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	Заявки
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Стоимость перевозок 
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 помещают в правом верхнем кутье клеток таблицы. 
Клетки таблицы, в которых будем записывать отличающиеся от нуля перевозки 
[image: image55.wmf]ij
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, называются базисными. Таких клеток не более чем m+n-1. Пустые клетки называются свободными, их не меньше (m-1)(n-1). Все последующие действия по решению транспортной задачи будут сводится к превращению транспортной табл.1, то есть до двух этапов:
а) поиск первого опорного плана методом «северо-западного угла»;

б) поиск второго опорного плана методом минимальной стоимости;

в) поиску оптимального решения (по выбранному из первых двух планов) задачи с помощью метода потенциалов.
Решение транспортной задачи методом потенциалов. После того как с помощью метода «северо-западного угла» и методом минимальной стоимости определены два начальных опорных плана из них выбираем оптимальный. Далее выполним его улучшение с помощью метода потенциалов. Алгоритм метода показан на рис.1. 

[image: image56]
Рис. 1. Схема алгоритма метода потенциалов.

Улучшение плана перевозок в этом методе выполняется с помощью перемещения перевозок из клетки в клетку в транспортной таблице без нарушения баланса заявок и запасов. Перемещение грузов в таблице выполняется за замкнутым циклом.

Циклом в транспортной таблице называются несколько клеток, соединенных замкнутой ломаной линией, которая возвращает на 90° в отдельных клетках. Цикл строят так, чтобы одна его вершина была в свободной клетке, другие вершины в базисных (заполненных) клетках.
Существует теорема, в соответствии с которой для любой свободной клетки транспортной таблицы всегда существует цикл (притом единственный), одна из вершин которого лежит в этой возведенной клетке, а все другие (в базисных клетках).

В каждом цикле замещают одну свободную переменную на базисную, то есть заполняют одну свободную клетку и зато освобождают одну из базисных клеток. Цикл имеет парное число вершин. Будем отмечать знаком «+» те вершины, в которых в результате перемещения грузов перевозки увеличиваются, а знаком «-», вершины, в которых они уменьшаются.
Перенести (перебросить) какое-то количество единиц груза за циклом ? это значит увеличить перевозки, которые стоят в позитивных вершинах цикла, на это количество единиц, а перевозки, которые стоят в негативных вершинах, уменьшить на то же количество.
При переносе любого количества единиц за циклом равновесие между запасами и заявками не изменяется. Количество единиц груза, что можно переместить, определяется минимальным значением перевозок, которые стоят в негативных вершинах цикла (если переместить большее число груза, возникают негативные перевозки).
Изменение стоимости перевозок при перемещении одной единицы груза за циклом называют ценой цикла. Определяется цена цикла как сумма алгебраизма стоимостей перевозок, которые стоят в вершинах цикла, причем, стоимости, которые стоят в позитивных вершинах, берутся со знаком «+», а в негативных - со знаком «-». Для улучшения плана перевозок целесообразно перемещать грузы только за теми циклами, цена которых негативна.
Метод потенциалов позволяет автоматически выделять циклы с отрицательной ценой и определить их цены. Для этого поставим в соответствие каждому пункту отправления (колонке) 
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 число 
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, а каждому пункту назначения (строке 
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. Эти числа называются потенциалами. Определим значение 
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. Для этого составим для базисных клеток 
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Система (10) имеет бесконечное число решений. Поэтому для получения одного из них примем 
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 уравнений (10) методом подстановок, находим другие потенциалы
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Затем для незаполненных клеток вычисляют псевдостоимости по формуле
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Для каждой незаполненной клетки цена цикла пересчета равна разности между стоимостью 
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  и псевдостоимости 
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. Следующим шагом алгоритма является проверка опорного решения на оптимальность (рис.1). Если небазисных клеток плана 
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то план является оптимальным и никаким способом улучшенный быть не может. Это означает, что циклы с отрицательной стоимостью отсутствуют. Если хотя бы в одной свободной клетке псевдостоимость больше стоимости 
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, то план не является оптимальным и может быть улучшен переносом грузов по циклу, соответствующий данной свободной клетке.

Конечно, для построения цикла выбирают свободную клетку с наименьшим отрицательным цене 
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. Далее на этой клетке строят цикл, выполняют переброски грузов по циклу, в результате чего определяют новый опорный план. Если полученный опорный план все еще не оптимальный, процедура улучшение продолжается до тех пор, пока не будет найден оптимальный план (1).
При решении транспортной задачи может быть получу вырожденного решения, когда количество базисных переменных менее 
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. В этом случае одна или несколько базисных клеток останутся незаполненными, что затрудняет расчет потенциалов в решении задачи. Поэтому для ликвидации вырождения ставят ноль в незаполненную базисную клетку (или клетки). Считаем эту клетку заполненной при вычислениях в цикле.
Индивидуальное задание
Для матрицы стоимостей, общей для всех вариантов выполнить расчеты согласно вариантов, указанных в таблице 2
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Таблица 2
	Варианты
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Заполняем ячейки методом северо-западного угла. Начиная с верхнего правого угла заполняем план перевозок.
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В ячейке 
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 EMBED Equation.3  [image: image107.wmf]1
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 заявка 1, а запасы 3. Значит в ячейке будет 1. Следующая ячейка 
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 EMBED Equation.3  [image: image109.wmf]2
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 заявка 4, а запасы 3-1=2. Значит в ячейке будет 2. И так далее заполняем до конца таблицы. 


[image: image110.wmf]1523262337152769

F

=×+×+×+×+×+×+×=


Данный опорный план является вырожденным, так как количество базисных клеток меньше необходимого (базисных 7, а необходимо 4+5-1=8).
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Заполняем ячейки методом минимальной стоимости. Находим ячейку с минимальной ценой, и это ячейка 
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 EMBED Equation.3  [image: image121.wmf]1
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. В ней заявка 1, а запасы 3, следовательно, в ячейке пишем 1. Дальше ищем следующее минимальное значение и это ячейка 
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 EMBED Equation.3  [image: image123.wmf]2
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. Заявка в ней 3, и запас тоже 3. Пишем в ячейке это значение. И так дальше.
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Определим потенциалы в заполненных ячейках
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Принимаем
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Теперь считаем значение 
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Все значения положительные. Оптимальное решение:
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1.Найти опорное решение





2.Рассчитать


потенциалы


� EMBED Equation.3  ���





3.Рассчитать


псевдостоимости


� EMBED Equation.3  ���





4.План оптимальный?





нет





да





5. Построить цикл для незаполненной клетки в которой � EMBED Equation.3  ���





7. Закончить


расчет





6. Выполнить перенесение грузов в цикле
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