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Висновки

Література

1. Завдання на курсову роботу.

За даними таблиці завдання побудувати графік (використовуючи табличний процесор MS Excel або інші засоби). Порівнюючи цей графік з графіками функцій, наведеними в теоретичних відомостях курсової роботи, вибрати дві „найкращі” апроксимуючі функції. Виконати розрахунки для обчислення оптимальних значень параметрів цих функцій та сум квадратів відхилень у середовищі MS Excel. Побудувати також графіки заданої (табличної) функції та оптимальної апроксимуючої функції (в одній системі координат).

Мовою Java скласти програму для обчислення опти​мальних значень параметрів обраних функцій. Програма повинна будувати дві емпіричні формули, обчислювати для кожної з них суму квадратів відхилень і автоматично вибирати ту формулу, для якої ця сума є найменшою. Програма також повинна виводити на друк оптимальну формулу, таблицю заданої і апроксимуючої функцій в точках 
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 , а також суму квадратів відхилень. Результати вивести з чотирма десятковими знаками. Виконати аналогічні розрахунки, використовуючи пакет Mathcad. Побудувати також графіки заданої (табличної) функції та оптимальної апроксимуючої функції (в одній системі координат).

Початкова таблиця виглядає так:
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2. Теоретичні відомості.

В результаті експериментальних досліджень часто отримують певну функціональну залежність між двома величинами у вигляді таблиці значень або графіка.

В багатьох випадках виникає необхідність підібрати для такої функції аналітичний вираз, що наближено (але якнайточніше) описує цю функцію. Формула, яка зображає функціональну залежність, отриману із експерименту у вигляді таблиці або графіка, називають емпіричною формулою. Зазвичай для наближеного зображення заданої функції 
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 вибирають апроксимую​чу (наближену) функцію
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. Із множини функцій певного вигляду шука​ють 
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 у вигляді, наприклад, рівняння прямої лінії 
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, прагнучи, щоб функція 
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 якнайточніше наближалась до 
[image: image10.wmf])

(

x

f

 на деякому визначеному інтервалі 
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Побудова емпіричної формули для визначеної з експерименту функціональної залежності 
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(

x

f

y

=

 виконується в два етапи:

1) вибір вигляду апроксимуючої функції 
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2) визначення чисельних значень параметрів, що входять у формулу, при яких наближення 
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 даної функції 
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 є найкращим.
Знаходження та застосування емпіричних формул має велику практичну цінність. Вони формулюють закон (хоча й приблизний), який зв’язує у вигляді функціональної залежності дві ознаки того чи іншого явища дійсності. Це в свою чергу дозволяє використовувати для дослідження цих явищ розроблені методи математичного аналізу.

При відсутності яких-небудь теоретичних міркувань для вибору вигляду емпіричної формули зазвичай вибирають функціональну залежність із множини найбільш простих відомих функцій шляхом порівняння їх графіків з графіком заданої функції (якщо результатом експерименту є табличні дані, то попередньо потрібно зобразити їх у вигляді графіка). 

1. Лінійна функція 
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. Графіком цієї функції є пряма лінія, яка, залежно від значень параметрів 
[image: image17.wmf]a

 та 
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 має різне положення в системі координат (рис. 1).
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2. Степенева функція 
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. Можливі графіки цієї функції при різних значеннях параметрів 
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 та 
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 зображені на рис. 2.
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3. Показникова функція 
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. Сукупність кривих, які відповіда​ють цій формулі при різних значеннях 
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 та 
[image: image26.wmf]b

, зображені на рис. 3.
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4. Гіперболічна функція 
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. Ця функція задає сукупність кривих (рис. 4), асимптотами яких є вісь 
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 та пряма, паралельна осі 
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, то однією з асимптот є сама вісь 
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5. Логарифмічна функція 
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. Можливі графіки цієї функції при різних значеннях параметрів 
[image: image35.wmf]a

 та 
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 зображені на рис. 5.
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6. Квадратний тричлен 
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. Графіком цієї функції є парабола, яка симетрична відносно прямої 
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, паралельної осі 
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 (рис. 6). При 
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 крива звернена опуклістю вниз, при 
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 - опуклістю уверх (при 
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 крива вироджується в пряму лінію).
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Після вибору вигляду емпіричної формули потрібно визначити чисельні значення параметрів, що входять у цю формулу. Значення параметрів мають бути такими, щоб апроксимуюча функція 
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 якнайкраще "наближалася" до експериментальних даних. Найпоширенішим методом розв'язування цієї задачі є метод найменших квадратів, суть якого полягає в наступному.

Нехай функція 
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Для кожної точки 
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 обчислимо різницю між фактичним значенням функції 
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 та значенням, обчисленим за апроксимуючою залежністю 
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Величина цього відхилення характеризує степінь "близькості" функцій 
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Згідно з методом найменших квадратів функція 
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 вважається кращим наближенням до 
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, якщо для неї сума квадратів відхилень 
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 має найменше значення порівняно з іншими функціями, з яких вибирається наближення:
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Якщо 
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 визначається параметрами 
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, …, то найкращі значення цих параметрів (в загальному випадку) шукають як розв’язки системи нормальних рівнянь:
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Далі наведені системи нормальних рівнянь для обчислення параметрів різних апроксимуючих функцій.

1). Апроксимуюча функція є лінійною 
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Для визначення параметрів 
[image: image64.wmf]a

 та 
[image: image65.wmf]b

 за методом найменших квадратів маємо наступну систему нормальних рівнянь:
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(1)

Розв'язок цієї системи відносно невідомих параметрів 
[image: image67.wmf]a

 та 
[image: image68.wmf]b

 дає найкращі значення цих параметрів.

2). Апроксимуюча функція є степеневою 
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Прологарифмуємо її обидві частини: 
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 одержимо лінійну функцію 
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 зв'язані лінійною залежністю, то для обчислення оптимальних значень параметрів 
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 та 
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 можна використати систему нормальних рівнянь (1). Враховуючи введені позначення, маємо:
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(2)

Розв'язком цієї системи рівнянь є значення параметрів 
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 та 
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. Оптимальне значення параметра 
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 визначимо за формулою: 
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3). Апроксимуючою є показникова функція 
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Прологарифмуємо обидві її частини: 
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Позначивши 
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 одержимо лінійну функцію 
[image: image89.wmf]x

f

g

y

*

ˆ

+

=

. Оскільки змінні 
[image: image90.wmf]y

ˆ

 та 
[image: image91.wmf]x

 зв'язані лінійною залежністю, то для обчислення оптимальних значень параметрів 
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 використовуємо систему нормальних рівнянь (1). Враховуючи введені позначення, маємо:
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Розв'язком цієї системи рівнянь є значення параметрів 
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 та 
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, а оптимальні значення параметрів 
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 та 
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 визначимо за формулами: 
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4). Апроксимуючою є гіперболічна функція 
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 зводиться до лінійної функції 
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. Для обчислення значень параметрів 
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 та 
[image: image105.wmf]b

 маємо наступнy систему нормальних рівнянь:
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5). Апроксимуючою є логарифмічна функція 
[image: image107.wmf].
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зводиться до лінійної 
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[image: image112.wmf]a

 та 
[image: image113.wmf]b

 маємо наступну систему нормальних рівнянь:
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6). Апроксимуючою функцією є квадратний тричлен 
[image: image115.wmf]a
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Для визначення значень параметрів 
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 за методом найменших квадратів отримуємо наступну систему нормальних рівнянь:
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Розв’язок цієї системи рівнянь дає найкращі значення 
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3. Вибір двох “найкращих” апроксимуючих функцій..
Побудуємо графік за вхідними даними
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Якщо порівняти отриманий графік з графіками функцій, описаними нами в коротких теоретичних відомостях, то ми побачимо, що “найкращими” апроксимуючими можуть бути степенева функція 
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4. Обчислення оптимальних значень параметрів двох “найкращих” апроксимуючих функцій у середовищі Excel.

Здійснимо підрахунки для обчислення оптимальних значень параметрів цих функцій та сум квадратів відхилень у середовищі MS Excel. Побудуємо також графіки заданої (табличної) функції разом з апроксимуючими функціями, та оберемо оптимальну апроксимуючу функцію. 

Отже, в результаті розрахунків ми отримали два значення суми квадратів відхилень. Для гіперболічної функції вона становить 0.0067. А для степеневої вона складає 0.0032. Таким чином, кращою апроксимуючою функцією є степенева функція, так як для неї сума квадратів відхилень менша. Варто зазначити, що ми здійснювали розрахунки двома методами - методом Крамера та методом обереної матриці, обидва методи дали однакові значення параметрів a та b.

 Таким чином, наша емпірична формула виглядатиме таким чином:

у = 0.4856*(-0.1410)b
Степенева функція:

	n=
	13
	
	
	
	
	
	

	x
	y
	ln(x)
	ln^2(x)
	ln(y)
	ln(x)*ln(y)
	y1=a*x^b
	(y-y1)^2

	1,10
	0,51
	0,0953
	0,0091
	-0,6733
	-0,0642
	0,4791
	0,0010

	1,40
	0,45
	0,3365
	0,1132
	-0,7985
	-0,2687
	0,4631
	0,0002

	1,70
	0,43
	0,5306
	0,2816
	-0,8440
	-0,4478
	0,4506
	0,0004

	2,10
	0,42
	0,7419
	0,5505
	-0,8675
	-0,6436
	0,4373
	0,0003

	2,60
	0,41
	0,9555
	0,9130
	-0,8916
	-0,8519
	0,4244
	0,0002

	4,70
	0,40
	1,5476
	2,3949
	-0,9163
	-1,4180
	0,3904
	0,0001

	6,10
	0,39
	1,8083
	3,2699
	-0,9416
	-1,7027
	0,3763
	0,0002

	7,00
	0,38
	1,9459
	3,7866
	-0,9676
	-1,8828
	0,3691
	0,0001

	10,00
	0,37
	2,3026
	5,3019
	-0,9943
	-2,2894
	0,3510
	0,0004

	12,80
	0,35
	2,5494
	6,4997
	-1,0498
	-2,6765
	0,3389
	0,0001

	16,50
	0,32
	2,8034
	7,8588
	-1,1394
	-3,1942
	0,3270
	0,0000

	20,80
	0,31
	3,0350
	9,2109
	-1,1712
	-3,5545
	0,3165
	0,0000

	28,30
	0,29
	3,3429
	11,1747
	-1,2379
	-4,1380
	0,3031
	0,0002

	
	
	21,9948
	51,3648
	-12,4930
	-23,1324
	s=
	0,0032

	
	
	s1
	s2
	s3
	s4
	
	

	p=
	183,9703
	
	
	
	
	
	

	p1=
	-132,9064
	
	
	
	
	
	

	p2=
	-25,9403
	
	
	
	
	
	

	g=
	-0,7224
	
	
	
	
	
	

	a=
	0,4856
	
	
	
	
	
	

	b=
	-0,1410
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Гіперболічна функція:

	n=
	13
	
	
	
	
	
	

	x
	y
	1/x
	1/x^2
	y/x
	y1=a+b/x
	(y-y1)^2
	

	1,10
	0,51
	0,9091
	0,8264
	0,4636
	0,5052
	0,0000
	

	1,40
	0,45
	0,7143
	0,5102
	0,3214
	0,4673
	0,0003
	

	1,70
	0,43
	0,5882
	0,3460
	0,2529
	0,4428
	0,0002
	

	2,10
	0,42
	0,4762
	0,2268
	0,2000
	0,4210
	0,0000
	

	2,60
	0,41
	0,3846
	0,1479
	0,1577
	0,4032
	0,0000
	

	4,70
	0,40
	0,2128
	0,0453
	0,0851
	0,3697
	0,0009
	

	6,10
	0,39
	0,1639
	0,0269
	0,0639
	0,3603
	0,0009
	

	7,00
	0,38
	0,1429
	0,0204
	0,0543
	0,3562
	0,0006
	

	10,00
	0,37
	0,1000
	0,0100
	0,0370
	0,3478
	0,0005
	

	12,80
	0,35
	0,0781
	0,0061
	0,0273
	0,3436
	0,0000
	

	16,50
	0,32
	0,0606
	0,0037
	0,0194
	0,3402
	0,0004
	

	20,80
	0,31
	0,0481
	0,0023
	0,0149
	0,3377
	0,0008
	

	28,30
	0,29
	0,0353
	0,0012
	0,0102
	0,3352
	0,0020
	

	
	5,0300
	3,9141
	2,1732
	1,7079
	s
	0,0067
	

	
	s3
	s1
	s2
	s4
	
	
	

	p=
	12,9319
	
	
	
	
	
	

	p1=
	4,2465
	
	
	
	
	
	

	p2=
	2,5149
	
	
	
	
	
	

	a=
	0,3284
	
	
	
	
	
	

	b=
	0,1945
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5. Обчислення оптимальних значень параметрів двох “найкращих” апроксимуючих функцій на мові Java.

public static void main(String[] args) {

public static void main(String[] args) { 

    double a1,b1,s1,a2,b2,s2,s11,s21,s31,s41,s12,s22,s32,s42,g;

    int n=13; int i;

     // Задамо  масиви для значень x та y

     double [] x,y,y1,y2;

      x = new double [n];

      y = new double [n];

      y1 = new double [n];

      y2 = new double [n];

      x[0]=1.1; x[1]=1.4; x[2]=1.7; x[3]=2.1; x[4]=2.6; x[5]=4.7; x[6]=6.1; x[7]=7.0; x[8]=10; x[9]=12.8; x[10]=16.5; x[11]=20.8; x[12]=28.3;

      y[0]=0.51; y[1]= 0.45; y[2]=0.43; y[3]=0.42; y[4]=0.41; y[5]=0.4; y[6]=0.39; y[7]=0.38; y[8]=0.37; y[9]=0.35; y[10]=0.32; y[11]=0.31; y[12]=0.29;

     // Обчислимо всі необхідні суми для гіперболічної функції

        {

            s11 = 0;

            s21 = 0;

            s31 = 0;

            s41 = 0;

       for (i=0; i<n;i++)

        {

        s11=s11+1/x[i];

        s21=s21+1/(x[i]*x[i]);

        s31=s31+y[i];

        s41=s41+y[i]/x[i];

        }

      //Обчислимо a та b для гіперболічної функції

      a1=((s31*s21-s11*s41)/(n*s21-s11*s11));

      b1=((n*s41-s11*s31)/(n*s21-s11*s11));

      //Обчислимо суму квадратів відхилень для гіперболічної функції

      s1=0;

        for (i=0; i<n;i++)

    {

     y1[i]=a1+b1/x[i];

     s1=s1+(y[i]-y1[i])*(y[i]-y1[i]);

    }

      s1 = Math.floor(s1*10000+.4)/10000;

        }

      // Обчислимо всі необхідні значення для степеневої функції

        {

      s12=0; s22=0; s32=0; s42=0;

      for (i=0; i<n;i++)

        {

       s12=s12+Math.log(x[i]);

       s22=s22+(Math.log(x[i]))*(Math.log(x[i]));

       s32=s32+Math.log(y[i]);

       s42=s42+(Math.log(x[i])*Math.log(y[i]));

        }

        g=(s32*s22-s12*s42)/(n*s22-(s12*s12));

        b2=(n*s42-s12*s32)/(n*s22-(s12*s12));

        a2 = Math.exp(g);

       //Обчислимо суму квадратів відхилень для степеневої функції

       s2=0;

       for (i=0; i<n;i++)

    {

      y2[i]=a2*Math.exp(Math.log (x[i])*b2);

      s2= s2+((y[i]-y2[i])*(y[i]-y2[i]));

    }

       s2 = Math.floor( s2*10000+.4)/10000;

        }

      //Вибір оптимальної формули; виведення оптимальної формули та її таблиці значень

        if (s2>=s1){

       System.out.println("Оптимальна формула (гіперболічна функція): ");

       System.out.println(" y = " + String.format("%2.4f", a1)+ "+"+String.format("%2.4f", b1)+"/x");

       System.out.println("Таблиця значень:");

       System.out.println("    X      Yтабл      Yрозрах");

       for (i=0; i<n;i++)

       {

           y1[i]=a1+b1/x[i];

           y1[i] = Math.floor(y2[i]*10000+.4)/10000;

             System.out.println( String.format("%7.4f", x[i])+  String.format("%10.4f", y[i]) + String.format("%10.4f", y1[i]));

            }

        System.out.println("Сума квадратів відхилень гіперболічної функції = " + s1);

       }

   else

     {

       System.out.println("Оптимальна формула (степенева функція):");

       System.out.println(" y = " + String.format("%2.4f", a2)+ " * x ^("+String.format("%2.4f", b2)+ ")");

       System.out.println("Таблиця значень:" );

       System.out.println("   X       Yтабл       Yрозрах");

      for (i=0; i<n;i++)

      {

           y2[i]=a2*Math.exp(Math.log (x[i])*b2);

            y2[i] = Math.floor(y2[i]*10000+.4)/10000;

            System.out.println( String.format("%7.4f", x[i])+ String.format("%10.4f", y[i]) + String.format("%10.4f", y2[i]));

               }

   System.out.println("Сума квадратів відхилень степеневої функції = " +s2);

   }

    }
Результатом виконання даної програми є наступне:
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6. Обчислення оптимальних значень параметрів двох “найкращих” апроксимуючих функцій за допомогою пакета Mathcad.

Гіперболічна функція
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Степенева функція
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Висновки
Отже, оптимальна апроксимуюча функція має такий вигляд:

У = 0,4856 * х-0.1410
Це є степенева функція. Саме для цієї функції сума квадратів відхилень виявилась найменшою. Крім того, для цієї функції було краще графічне зображення у всіх трьох випадках. 

Таким чином, в даній курсовій роботі ми за допомогою різних програмних продуктів шукали емпіричну формулу для заданої нам залежності. Спочатку ми побудували графік заданої залежності і порівнюючи отриманий графік з графіками можливих апроксимуючих функцій, вибрали найкращі функції – гіперболічну і степеневу. Далі, для того щоб обчислити оптимальні значення параметрів цих функцій, ми проводили обчислення на мові Java, за допомогою пакета MathCad і середовища Excel. У всіх трьох випадках нами було отримано однакові результати. 
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