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ВСТУП

Тему «Первісна й інтеграл» за програмою вивчають в 11 класі. Основна мета вивчення полягає у запровадженні поняття про первісну, інтеграл, операцію інтегрування як обернену до операції диференціювання; застосуванні інтеграла до обчислення площ криволінійних трапецій і об'ємів найпростіших тіл обертання (в геометрії).
Вимоги до знань і вмінь:
1. знати означення первісної, інтеграла, розуміти зміст операції інтегрування, як оберненої до операції диференціювання;
2. уміти знаходити первісні та найпростіші інтеграли, користуючись таблицею і правилами знаходження первісних;
3. уміти застосовувати інтеграл до обчислення площ криволінійних трапецій і об'ємів найпростіших тіл обертання.
Актуальність. Теорія диференціальних рівнянь є одним з найбільших розділів сучасної математики. Щоб охарактеризувати її місце в сучасній математичній науці, перш за все, необхідно підкреслити основні особливості теорії диференціальних рівнянь, математики, що складається з двох областей: теорії звичайних диференціальних рівнянь і теорії рівнянь з частковими похідними.
Перша особливість - це безпосередній зв'язок теорії диференціальних рівнянь з їх широким спектром застосування. Характеризуючи математику як метод проникнення в таємниці природи, можна сказати, що основним шляхом застосування цього методу є формування і вивчення математичних моделей реального світу. Вивчаючи будь-які фізичні явища, дослідник, перш за все, створює його математичну ідеалізацію або, іншими словами, математичну модель, тобто, нехтуючи другорядними характеристиками явища, він записує основні закони в математичній формі. Дуже часто ці закони можна виразити у вигляді диференціальних рівнянь. Такими виявляються моделі різних явищ механіки суцільного середовища, хімічних реакцій, електричних і магнітних явищ і ін.
Метою даної роботи полягає в дослідженні використання диференціальних рівнянь на уроках математики.
Об’єктом диференціальні рівняння І-го порядку.
Предмет використання диференціальних рівнянь у середній школі.
Згідно з метою і предметом дослідження було визначено  завдання :
1) З’ясувати історичні відомості диференціальних рівнянь;
2) Визначити використання диференціальних рівнянь;
3) Проаналізувати важливість використання диференціальних рівнянь.
Методи дослідження: для розв’язання поставлених завдань використано такі методи наукового дослідження: 
1.Теоретичний аналіз наукових літературних джерел; 
2.Синтез; 
3.Узагальнення; 
4.Порівняння; 
5. Конкретизація.
  Структура дослідження: курсова робота складається зі вступу, двох розділів, підрозділів, загального висновку, списку використаної літератури.












РОЗДІЛ І. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ НА УРОКАХ МАТЕМАТИКИ

1.1 Історичні відомості
Поштовхом до розвитку теорії диференціальних рівнянь послужили різного роду механічні задачі, в яких знаходилися координати тіл, їх швидкості і прискорення. Названі величини залежали від часу при різних впливах. Основою теорії диференціальних рівнянь стало диференціальне числення, яке було запропоновано німецьким філософом, логіком, математиком, механіком, фізиком, юристом, істориком, дипломатом, винахідником і мовознавцем Готфрідом Вільгельмом Лейбніцем (1646-1716) і англійським фізиком, математиком, механіком і астрономом сером Ісааком Ньютоном (1642-1727). 
Термін «диференціальне рівняння» запропонував Готфрід Лейбніц в 1676 р. 18 століття став вправі переломним для розвитку теорії диференціальних рівнянь. З'явилася величезна кількість робіт, серед яких особливо виділялися праці швейцарського, німецького і російського математика і механіка Леонардо Ейлера (1707-1783) та французького математика, астронома і механіка Жозефа Луї Лагранжа (1736-1813). В їх роботах отримала свій розвиток теорія малих коливань, яка ґрунтувалася на теорії лінійних систем диференціальних рівнянь. 
Методи теорії збурення були розроблені французьким математиком, механіком, фізиком і астрономом П'єром-Симоном де Лапласом (1749-1827), Ж. Лагранжем і німецьким математиком, механіком, фізиком, астрономом і геодезистом Іоганном Карлом Фрідріхом Гауссом (1777-1855).
Французький математик Жозеф Лиувиль (1809-1882) встановив нерозв'язності ряду диференціальних рівнянь в елементарних функціях і квадратурах. «Якісна теорія диференціальних рівнянь» (або теорія динамічних систем), запропонована французьким математиком, механіком, фізиком, астрономом і філософом Жюлем Анрі Пуанкаре (1854-1912), стала новою віхою в розвитку теорії диференціальних рівнянь.
1.2. Рівняння, як змістова лінія шкільного курсу математики
Використання узагальнення понять і методів дозволяє логічно упорядковувати розкриття лінії в цілому; загальні поняття і методи спираються на основні логічні поняття: невідоме, рівність, рівносильність, логічне слідування, які повинні бути розкриті в лінії рівнянь і нерівностей.
Необхідно враховувати два протилежно спрямованих процеси, які супроводжують навчання: 1) поступове зростання кількості класів рівнянь, і прийомів їх розв’язування, різних перетворень, які застосовуються при розв’язуванні; 2) встановлення різноманітних зв’язків між різними класами рівнянь, виявлення загальних класів, закріплення узагальнених типів перетворень, спрощення опису і обгрунтування розв’язання.
Основні ступені вивчення: незалежне вивчення основних типів рівнянь, систем рівнянь; поступове розширення кількості вивчуваних класів рівнянь і їх систем; формування прийомів розв’язання і аналізу рівнянь  та їх систем. Таким чином, рівняння як загальноматематичне поняття багатоаспектне, причому жоден з аспектів не можна виключити з розгляду, особливо якщо йдеться про проблеми шкільної математичноїосвіти. Зважаючи на важливість і обширність матеріалу, пов'язаного з поняттям рівняння, його вивчення в сучасній методиці математики основної школи організовано в змістовно-методичну лінію — лінію рівнянь і нерівностей. Тут розглядаються  питання формування понять рівнянь і нерівностей, загальних  і окремих методів їх розвязання, взаємозв'язки вивчення рівнянь і нерівностей з числовою, функціональною і іншими лініями шкільного курсу математики.
Виділеним областям виникнення і функціонування поняття рівняння в алгебрі відповідають три основні напрямки розгортання лінії рівнянь і нерівностей в шкільному курсі математики.
 Прикладна спрямованість лінії рівнянь і нерівностей основної школи розкривається головним чином при розв’язанні прикладних задач. Цей метод широко застосовується в шкільній математиці, оскільки він пов'язаний з навчанням  прийомів,що використовуються в застосуваннях математики..
Теоретико-математична спрямованість лінії рівнянь і нерівностей розкривається в двох аспектах: по-перше, у вивченні найважливіших класів рівнянь, нерівностей і їх систем і, по-друге, у вивченні узагальнених понять і методів, що відносяться до лінії в цілому. Обидва ці аспекти необхідні в курсі математики основної школи. Основні класи рівнянь і нерівностей повязані з найпростішими і одночасно найважливішими математичними моделями. Використання  узагальнених понять і методів дозволяє логічно упорядкувати вивчення лінії в цілому оскільки вони описують те загальне, що є в процедурах і прийомах розвязання, що відносяться до окремих класів рівнянь, нерівностей, систем. У свою чергу, ці загальні поняття і методи опираються на основні логічні поняття: невідоме, рівність, рівносильність, логічну послідовність, які також повинні бути розкриті в лінії рівнянь і нерівностей.
Для лінії рівнянь і нерівностей характерний напрямок на встановлення зв'язків з  рештою змісту курсу математики. Ця лінія тісно пов'язана з числовою лінією.Основна ідея, реалізовувана в процесі встановлення взаємозв'язку цих ліній, — це ідея послідовного розширення числової множини. Всі числові множини, що розглядаються в шкільній алгебрі і початках  аналізу, за винятком області всіх дійсних чисел, виникають у зв'язку з розвязанням  певних рівнянь, нерівностей, систем. Наприклад, числові проміжки виділяються нерівністю або системами нерівностей.
Спрямованість на встановлення зв’язків з іншим змістом курсу математики:
а) з числовою лінією – це ідея послідовного розширення числової системи. Всі числові області (за винятком області всіх дійсних чисел) виникають в зв’язку з розв’язуванням будь-яких рівнянь, систем. Зв’язок з числовою лінією двохсторонній.
б) з функціональною лінією – застосування методів, які розглядаються в лінії рівнянь, до дослідження функції (наприклад, до завдань на знаходження області визначення деяких функцій, їх коренів, проміжків знакопостійності і т.п.). З іншої сторони, функціональна лінія чинить великий вплив як на зміст лінії рівнянь, так і на стиль її вивчення. Зокрема, функціональні зображення є основою залучення графічної наочності до розв’язання і дослідження рівнянь і їх систем.
в) з алгоритмічною лінією – в можливості використання її понять для опису алгоритмів розв’язання рівнянь, і їх систем різних класів.
Рівняння складають одну із основних змістовно-методичних ліній шкільного курсу алгебри. Вони є засобом розширенням, поглиблення і закріплення теоретичних знань учнів. Апарат рівнянь широко використовується при розв’язуванні математичних задач. Наприклад, при знаходженні області визначення, при побудові графіків функцій, при розв’язуванні геометричних задач. Вивчаються раціональні рівняння після вивчення відсотків, основних задач на відсотки, складних відсотків.
Основі напрями розгортання лінії рівнянь в шкільному курсі математики: прикладна спрямованість лінії рівнянь розкривається головним чином при вивченні алгебраїчного методу розв’язування текстових задач; теоретично-математична спрямованість лінії рівнянь розкривається в двох аспектах: а) вивчення найбільш важливих класів рівнянь і їх систем; б) в вивченні узагальнених понять і методів, які відносяться до лінії в цілому (невідоме, рівність, рівносильність, логічне слідування і ін.
Отже, теорія диференціальних рівнянь досить складна і в шкільному курсі математики розглядаються тільки початкові відомості, які безпосередньо відносяться до різних конкретних прикладних питань


1.3. Диференціальні рівняння у шкільному курсі з математики
За чинною програмою введення поняття про диференціальне рівняння передбачено в 11 класі на завершення вивчення теми «Інтеграл». У посібнику з алгебри і початків аналізу  поняття про диференціальне рівняння другого порядку (диференціальне рівняння гармонічних коливань) запроваджується спочатку в розділі «Застосування похідної до дослідження функцій», а після вивчення похідної показникової функції ще раз розглядається диференціальне рівняння першого порядку. З дидактичних міркувань такий підхід до вивчення диференціальних рівнянь у школі не можна вважати вдалим. Доцільніше ввести поняття про диференціальне рівняння один раз, але пояснити його спочатку на прикладі рівняння першого порядку, а потім навести задачу, яка приводить до диференціального рівняння другого порядку.
Основною метою вивчення цієї теми є ввести поняття про диференціальні рівняння і показати застосування їх до вивчення процесів і явищ навколишнього світу. Оскільки розв'язками розглядуваних диференціальних рівнянь є функції, зокрема показникова і тригонометрична, то тут є нагода навести учням приклади застосування цих функцій для дослідження реальних процесів і явищ.
Учні мають отримати уявлення про диференціальне рівняння і його розв’язки, знати приклади задач, розв'язування яких зводиться до таких рівнянь. Проте формування навичок розв'язування навіть найпростіших видів диференціальних рівнянь програма основного курсу не передбачає.
Відомо, що математичний аналіз як математика змінних величин з часів свого зародження розвивався в тісному зв’язку з природознавством, зокрема фізикою та механікою. Саме потреби розвитку фізики, необхідність кількісного вивчення змінних рухів і процесів зумовили виникнення та формування основних понять диференціального й інтегрального числення. Поняття диференціального рівняння - одне з основних понять математичного аналізу. Щоб ввести його, розглянемо етапи вивчення певного фізичного процесу. Це фактично процес моделювання:
1) створення фізичної гіпотези, що ґрунтується на експерименті, і запис цієї гіпотези в математичній формі (у вигляді математичної задачі);
2) математичне розв'язування цієї задачі;
3) фізичне тлумачення отриманого розв'язку.
Здебільшого фізичні закони описують співвідношення між величинами, що характеризують фізичний процес, і швидкістю зміни цих величин. Це означає, що багато фізичних законів описується рівняннями, які містять похідну невідомої функції. Такі рівняння називають диференціальними, наприклад, у' -ky, у = х + 2ху.
Крім функції та її похідних складовою диференціального рівняння може бути і незалежна змінна х (аргумент). Якщо розв'язком відомих вже алгебраїчних рівнянь, наприклад з однією змінною, є одне значення або множина значень цієї змінної, то окремим розв'язком диференціального рівняння є функція, похідна якої входить до рівняння. Загальним розв'язком диференціального рівняння є множина таких функцій.
Розв'язати диференціальне рівняння означає знайти функцію (або множину функцій), похідна якої міститься у рівнянні.
До диференціального рівняння ми приходили під час введення первісної, коли мали рівність F'(x) = f (x) і потрібно було знайти (відновити) функцію F(x), похідна якої дорівнювала f(x). Розглянемо інші приклади задач, які приводять до диференціального рівняння.
Приклад 1.   Нехай до кульки масою т прикріплено горизонтально розміщену пружину, другий кінець якої закріплено (Рис. 1.3.1, а), і нехай у стані рівноваги координата х центра кульки дорівнює 0. Коли центр зміститься в точку з координатою центра х * 0, сила F намагатиметься повернути кульку в положення рівноваги. З одного боку, згідно із законом Гука, ця сила пропорційна зміщенню х, де k — константа (Рис.1.3.1 б)
[image: ]                                                                                            (1.3.1)
                                             Рис.1.3.1
З іншого боку за другим законом Ньютона 
                                                                                                   (1.3.2)
Водночас прискорення а є другою похідною від координати, тобто
                                                                                               (1.3.3)
Тому, підставляючи замість a його значення F , отримаємо
                                                                                  (1.3.4)
                                                                                   (1.3.5)
Рівняння (1.2.5) є диференціальним рівнянням другого порядку. У фізиці, зокрема в механіці, велику роль відіграють функції f, які задовольняють диференціальне рівняння.
                                                                                  (1.3.6)
 У задачі центр кульки під дією сил пружності визначається цим рівнянням за . Кажуть, що фізичні величини, які змінюються в часі відповідно до рівняння (1.3.6), здійснюють гармонічні коливання , а рівняннями гармонічних коливань . Виявляється, що за будь-яким сталих. А, функція (1.3.7) є розв’язком (1.3.6) 
                                                                         (1.3.7) 
Для перевірки підставимо  і підставимо разом з  значення (t) в рівняння (1.3.6)


1.4. Первісна та інтеграл на уроках математики
Тему «Первісна й інтеграл» за програмою вивчають в 11 класі. Основна мета вивчення полягає у запровадженні поняття про первісну, інтеграл, операцію інтегрування як обернену до операції диференціювання; застосуванні інтеграла до обчислення площ криволінійних трапецій і об'ємів найпростіших тіл обертання (в геометрії).
Вимоги до знань і вмінь:
-   знати означення первісної, інтеграла, розуміти зміст операції інтегрування як оберненої до операції диференціювання;
-   уміти знаходити первісні та найпростіші інтеграли, користуючись таблицею і правилами знаходження первісних;
-  уміти застосовувати інтеграл до обчислення площ криволінійних трапецій і об'ємів найпростіших тіл обертання.
Не всі терміни, що вводяться в цій темі, відповідають тим, якими послуговуються у курсах математичного аналізу вищої школи. Програма і чинні шкільні навчальні посібники не передбачають використання термінів «невизначений інтеграл», «визначений інтеграл». Застосовується один термін «інтеграл» у розумінні «визначений інтеграл». Не використовується символ невизначеного інтеграла jf(x)dx. Для символу інтеграла f(x)dx проваджуються такі позначення і терміни: а і Ь - межі інтегрування; f - підінтегральна функція; х - змінна інтегрування. Проте зміст множника dx і термін «диференціал аргументу» не вводяться. Пов'язано це з тим, що поняття диференціала аргументу і функції в шкільному курсі не вивчають. У зв'язку з цим залишається пояснити учням, як читати вираз jf(x)dx, і запропонувати їм сприймати цей символ як єдиний для позначення інтеграла.
Первісна. Запровадження первісної, як і похідної, можна було б почати з метою мотивації з розв'язування задач, обернених до тих, які привели до поняття похідної. Проте експериментальна перевірка і досвід роботи в школі доводять, що доцільніше починати не із задач, а спочатку ввести на конкретному прикладі первісну як функцію, похідна якої дорівнює заданій функції на певному проміжку, потім розглянути згадані задачі з метою пояснення фізичного і геометричного змісту сталої інтегрування та мотивації введення інтеграла.
Насамперед слід звернути увагу учнів на те, що кожна дія (операція), яка вивчалась у шкільному курсі, має обернену: додавання - віднімання, множення - ділення, піднесення до степеня - добування кореня. Деякі обернені операції в цьому разі виявилися неоднозначними. Наприклад, дія добування квадратного кореня з числа, яка є оберненою до дії піднесення числа до квадрата, є двозначною. Справді, існують два значення квадратного кореня з числа 16: числа 4 і -4.
Основною операцією диференціального числення є операція відшукання похідної f заданої функції f. Під час розв'язування задач, зокрема з фізики і геометрії, доводиться виконувати обернену операцію, тобто за відомою похідною деякої функції визначати саму функцію. Наприклад: 1) за формулою функції, яка задає швидкість v руху тіла, знаходити формулу функції, яка задає закон руху - залежність шляху s від часу t; 2) за відомим кутовим коефіцієнтом дотичної до кривої в кожній точці певного проміжку (функція х) - формулу функції, до графіка якої проводять дотичну.
Нехай дано функцію , яка є необхідною невідомою функції F(x) Треба відшукати невідому функцію F. Поміркувавши, учні самі назвуть F(х)=, похідна дорівнює , тобто заданій функції.
Цю функцію називають первісною.
Доцільно, щоб, користуючись таблицею похідних, учні самостійно на уроці заповнили таблицю первісних, яку наведено в посібнику. На наступному уроці, присвяченому вивченню первісної, потрібно розглянути дві задачі, які мотивують її введення, з'ясовують механічний і геометричний зміст довільної сталої.


Приклад 1. 
Тіло рухається прямолінійно зі швидкістю v=gt, де . Знайти закон руху якщо за перші 4 с тіло подолало 80 м.
Розв’язання 
Шуканий закон руху є функцією t. Позначимо цю функцію як s=s(t). Оскільки швидкість прямолінійного руху  є похідною функції s=s(t),   .
Отже, розв’язування задачі зводиться до знаходження функції s=s(t), для якої  , а s(4)=80 м. Неважко знайти, що де С – довільна стала.
                                                                                        (1.4.1)
Якби з умови задачі не було відомо, що за перші 4 с тіло подолало шлях 80 м, то стала С і тим самим з множини функції   вибрали ту, яка відповідає умові задачі. Підставляючи значення отримаємо
                                                                                        (1.4.2)
С=0
 розглянутій задачі довелось за похідною  f деякої функції F шукати (відновлювати) множину первісних, а за додатковими умовами виокремлювати зі знайденої множини ту первісну, яка задовольняє умову задачі.
Вивчаючи властивості первісної, слід зазначити, що у курсах математичного аналізу вищої школи зазвичай доводять дві теореми, які виражають властивості первісної.
1. Якщо функція F(x) є первісною для f(x), то і функція F(x) + C також буде первісною для функції f (х).
2. Будь-які дві первісні для тієї самої функції відрізняються одна від одної лише сталим доданком.
У шкільних посібниках ці дві теореми здебільшого об'єднують в одну. Доводячи друге твердження, ґрунтуються на твердженні, яке випливає з теореми Лагранжа. У посібнику, спираючись на введену раніше без доведення формулу Лагранжа, доводять твердження про сталість функції, яка на деякому проміжку І має похідну, що дорівнює нулю. Використовуючи це твердження, доводять основну властивість первісної (другу її частину).
Досвід роботи в школі доводить, що з трьох правил знаходження первісних, які вивчають у школі, складною для застосування виявляється третя властивість про первісну функції вигляду f(kx + b), де k, Ь - сталі і k= 0. Тому потрібно розв'язати достатню кількість вправ з метою навчити учнів застосовувати її.
Інтеграл. Поняття визначеного інтеграла виникло у зв'язку із розв'язуванням геометричних задач (про обчислення площі криволінійної трапеції) та фізичних (про визначення шляху, пройденого точкою під час прямолінійного руху за її відомою миттєвою швидкістю; роботу змінної сили; масу неоднорідного стрижня). Розв'язування їх зводиться до виконання граничного переходу певного тину.
Традиційно склалося так, що в курсах математичного аналізу вищої школи введення визначеного інтеграла здебільшого пов'язується із розв'язуванням задачі про визначення площі криволінійної трапеції. Проте в шкільних посібниках і в підручниках для технікумів була спроба покласти в основу означення інтеграла формулу Ньютона-Лейбніца (інтегралом на проміжку [а; b] називають приріст первісної на цьому проміжку, тобто
                                                                                                (1.4.3)
Пізніше доводиться зв'язок між первісною і визначеним інтегралом (формула Ньютона-Лейбніца).
У шкільному курсі подано дещо спрощений варіант введення поняття інтеграла: відрізок [а; b] під час розв'язування задачі про площу криволінійної трапеції розбивають на п рівних частин; складають скінченну суму добутків значення функції в лівому або правому кінці відрізка розбиття на довжину Ах кожного з відрізків шукають границю цієї суми, яку, за означенням, і вважають площею криволінійної трапеції.
Під час введення поняття інтеграла в школі можна здійснити два методичні варіанти. Розглянемо перший з них.
Почати можна з прикладів задач, що пояснюють поняття інтеграла.
Задача про площу криволінійної трапеції. Доцільно насамперед звернути увагу учнів на те, що у шкільному курсі геометрії вивчають способи обчислення площ фігур лише певного виду (багатокутників, круга і його частин). Виникає запитання: як обчислити площу плоскої фігури, обмеженої будь-якою кривою?
Тут доцільно подати історичні відомості, пов'язані з виникненням інтегрального числення. Так, ще в III ст. до н. є. Архімед обчислював площі фігур, обмежених довільними лініями (зокрема, круга і параболічного сегмента), методом «вичерпування». Пізніше, упродовж XVII ст., було обчислено площі деяких інших фігур, проте ці обчислення потребували спеціальних прийомів відшукання границь. І лише завдяки працям Й. Кеплера (1571 - 1630), Б. Кавальєрі (1598 - 1647), пізніше П. Ферма (1601-1665), Б. Паскаля (1623-1662), Д. Вал-ліса (1616-1703) було відкрито (це зробили І. Ньютон і Г. Лейбніц) інтегральне числення, а в ньому знайдено загальний метод розв'язування задачі про обчислення площі криволінійної трапеції.
[image: ]Використовуючи поняття визначеного інтеграла, можна обчислювати площі плоских фігур. Як відомо, визначений інтеграл від невід’ємної неперервної функції є площа відповідної криволінійної трапеції. У цьому полягає геометричний зміст визначеного інтеграла, на цьому ґрунтується його застосування для обчислення площ плоских фігур. 

       Рис.1.4.1 





       Розглянемо криволінійну трапецію , обмежену графіком невід’ємної, неперервної функції ,  , відрізком осі Ох, відрізками прямих х=а і . У цьому разі площа криволінійної трапеції, як відомо, обчислюється за формулою(1.4.3)


[image: ]Приклад 1. Обчислити площу плоскої фігури, обмеженої лініями  і відрізком  осі Ох.

Розв’язання. Ця плоска фігура являє собою криволінійну трапецію, тому її площу обчислюють за формулою (1.4.3):                                                                                                                                                     
                                                                                                  Рис. 1.4.2                                                                       


[image: ]Нехай тепер функція , , - недодатна неперервна функція. У цьому разі графік цієї функції лежить під віссю Ох і 

                                    .

Розглянувши допоміжну функцію ,



                                                                                                           Рис.1.4.3    , дістанемо, що площа криволінійної трапеції , обмеженої графіком функції , 



відрізком  осі Ох, відрізками прямих  і , обчислюється за формулою (1), тобто				

                                    			                           (1.4.4)










Розглянемо тепер криволінійну трапецію  обмежену графіком функції , відрізком  осі Ох, відрізками прямих  і . Оскільки графік  функції  симетричний графіку функції  відносно осі Ох, то криволінійні трапеції  і  рівні. Як відомо, рівні фігури мають рівні площі, тому площу криволінійної трапеції  також обчислюватимемо за формулою (1.4.4).


[image: ]Приклад 2. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями ,  і віссю Ох.


Розв’язання. Графік функції ,  лежить під віссю Ох, тому для обчислення площі даної плоскої фігури застосовуємо формулу :                                       Рис. 1.4.4                                                                               

.








Нехай тепер , , - неперервна на відрізку  функція, графік якої перетинає відрізок  осі Ох в скінченному числі точок. З  формул (1) і (2) випливає, що площу плоскої фігури, обмеженої графіком функції , відрізком  осі Ох, відрізками прямих  і , обчислюють за формулою

                                                        .	               		(1.4.5)




Приклад 3. Обчислити площу плоскої фігури, обмеженої відрізком осі Ох, графіком функції , відрізками прямих  і 






[image: ]	Розв’язання. Розв’язавши рівняння , дістанемо, що графік функції  на відрізку  перетинає вісь Ох у точках  . Отже, за формулою (1.4.5)

                                                                                    

                                                                                  Рис.1.4.5 










[image: ]Розглянемо тепер фігуру , обмежену відрізками прямих  і  і графіками невід’ємних неперервних функцій , , і , . Оскільки фігуру  можна розглядати як різницю криволінійних трапецій  і , то з урахуванням формули (1) дістанемо таку формулу для обчислення площі фігури
                                                                                                          Рис. 1.4.6                                                                                            

                                     (1.4.5)


[image: ]Приклад 4. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями  і 





Розв’язання. Розв’язавши рівняння , знайдемо абсциси точок перетину графіків функцій  і :  і . Використовуючи формулу (4), обчислимо площу фігури:                                                                                         Рис. 1.4.7



[image: ]Якщо треба обчислити площу складнішої плоскої фігури, то шукану площу намагаються виразити у вигляді алгебраїчної суми площ деяких криволінійних трапецій. Так, наприклад, площу фігури, зображеної на рисунку обчислюють за формулою

.



Нехай криві АВ, ВС і АС – відповідно графіки таких функцій: , ,  



, і , . Тоді


                                                                                                 Рис.1.4.8

                        .			(1.4.6) 






[image: ]Приклад 5.  Обчислити площу плоскої фігури, обмеженої лініями , , , , і  
Розв’язання. Для знаходження площі скористаємося формулою (1.4.6):

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                          
                                                                                            Рис.1.4.9

.
 Розрахунок об’єму тіла обертання. 





Нехай дана неперервна функція  . Побудуємо криволінійну трапецію , обмежений графіком  віссю Ох і двома прямими х=а і  і будемо обертати її навколо своєї осі Ох. Отримане при цьому тіло називається тілом обертання. 








Для обчислення об’єму цього тіла розіб’ємо інтервал  на ряд частинних інтервалів точками і проведемо через ці точки площини, які перпендикулярні осі Ох. Об’єм тіла обертання також розіб’ється на ряд частинних об’ємів . Величину  можна вважати приблизно рівною об’єму циліндра з висотою  і радіусом основи  де . Таким чином, 

Об’єм тіла обертання  наближено рівний сумі частинних об’ємів:







. Об’єм  буде вирахуваний точніше, чим менші частинні інтервали . Вираз  є інтегральна сума функції  на інтервалі , границя якої при дорівнює визначеному інтегралу. В кінці маємо

, або
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		Рис. 1.4.10                                                   Рис.1.4.11 	

Якщо вважати, що крива  обертається навколо осі Оу, то формула для знаходження об’єму тіла обертання має вигляд


, де 				
	












РОЗДІЛ ІІ. ПЛАН-КОНСПЕКТ УРОКУ

Тема уроку: Диференціальні рівняння.
Мета уроку: Познайомити учнів з диференціальними рівняннями, їх розв'язками.
І. Перевірка домашнього завдання.
Перевірити правильність виконання домашніх вправ та відповісти на запитання, які виникли в учнів при виконанні домашніх завдань.
№ 13 (розділ IX).

2) (м).

Відповідь: 5м.

4) (м).

Відповідь: 3 м.
№ 17

(кг)

Відповідь:  0,44 кг.
№ 6
Оскільки υ = 3 cos t, то S = 3 sin t + С.
Знайдемо С, враховуючи, що при t = 0, S = 2м, 2 = 3 sin 0 + С;
С = 2. Отже, S = 3 sin t + 2 (м). 
Відповідь: S = 3 sin t + 2 (м).
II. Сприймання і усвідомлення поняття диференціального рівняння та його розв'язків.
До сьогоднішнього уроку ми розглядали рівняння, в яких невідомими були числа. В математиці приходиться розглядати рівняння, в яких невідомими є функції. Так задача про знаходження шляху S(t) за заданою швидкістю v(t) зводиться до розв'язування рівняння S(t) = v(t), де v(t) — задана функція, a S(t) — шукана функція. Наприклад, якщо v(t) = 3 – 4t, то для знаходження S(t) треба розв'язати рівняння S'(t) = 3-4t.
Це рівняння містить похідну невідомої функції. Такі рівняння називаються диференціальними рівняннями.
Задача 1. Розв'яжіть диференціальне рівняння у'=2х+1.
Розв'язання
Треба знайти функцію у(х), похідна якої дорівнює 2х + 1, тобто, знайти первісну функції 2х + 1. Отже

у = = x2 + x + С, де С — довільна постійна.
Відповідь: у = x2 + x + С.
Розв'язок диференціального рівняння визначається неоднозначне, з точністю до постійної. Як правило до диференціального рівняння додається умова, із якої ця постійна визначається.
Задача 2. Знайдіть розв'язок диференціального рівняння у' = sin x, що задовольняє умові у(0) = 0.   
Розв'язання
Знайдемо всі розв'язки цього рівняння:

у =  = – cos x + С.
Із умови у(0) = 0 маємо 0 = – cos 0 + С; С = 1. Отже, розв'язком даного рівняння, що задовольняє умові
у(0) = 0 є у = 1- cos x.
Відповідь: у = 1- cos x.

Виконання вправ  
1. Розв'яжіть диференціальні рівняння:
а) у = 4 - 3х;        б) у' = x2 - 5х + 6;	в) у' = 5e2x;          г) у' = 5cos3х;


д) у’ = cos x + sin χ;  є) y’ = +·



Відповідь: а) у =4.х - х2 + С;       б) y =  –   + 6х + С;	 в) y = + С;           г) y = -sin3x + C;	д) у = sin x - cos x + С;    є) у = tg x – ctg x + С. 

2. Знайдіть розв'язки диференціального рівняння, які задовольняють умові:
а) y' = cos x, y(0) = 0; 	б) у’ = еx+ е-x; у(0) = 0; 

в) у' = 3 sin 3х + 3 cos 3х, y(π) = 1;	г) y'= , у(0)=2.

Відповідь: а) у = sinx; б) y = еx – е-x;	в) y = sin 3x – cos 3х – 1;   г) у =  +1.
III. Сприймання і усвідомлення матеріалу про практичне застосування диференціальних рівнянь.
Розв'язування багатьох фізичних, біологічних, технічних і інших практичних задач зводиться до розв'язування диференціального рівняння          у' = ky, де k — задане число. Розв'язками цього рівняння є функції у =Cekx, де С — постійна, яка визначається умовами конкретної задачі.
Приклад 1. Швидкість (t) розмноження бактерій пов'язана з масою m(t) бактерій в момент часу t рівнянням m'(t) = km(t), де k — додатне число, яке залежить від виду бактерій і зовнішніх умов. Розв'язком цього рівняння є функції m(t) = Сеkt. Постійну С можна знайти, наприклад, із умови, що в момент t = 0 маса бактерій m0 відома. Тоді т(0) = m0 = Сеk·° = С і тому m(t) =тоЄkt.



Приклад 2. Якщо m'(t) — швидкість радіоактивного розпаду в момент часу t, то m'(t) = -km(t), де k — постійна, яка залежить від радіоактивної речовини. Розв'язками цього рівняння є функції m(t) = Се-kt. Якщо в момент часу t маса дорівнювала т0, то С = т0 і тому m(t) = т0е-kt. Слід зазначити, що на практиці швидкість розпаду радіоактивної речовини характеризується періодом піврозпаду, тобто, проміжком часу, за який розпадається половина даної речовини. Нехай Τ — період піврозпаду, тоді при t = T маємо , звідси k =. Отже, m(t) = т0 · 
Виконання вправ №№ 11, 12 із розділу X.
У житті часто зустрічаються процеси, які періодично повторюються, наприклад коливальний рух маятника, струни, пружини і т. д.; процеси, пов'язані з електричним струмом, магнітним полем тощо. Розв'язування багатьох таких задач зводиться до розв'язування рівняння у" = -ω2y, де ω — задане додатне число, у = у(х), у" = (у’(х))'. Функцію (у'(х))' називають другою похідною функції у(х) і позначають у"(х) або коротко у". Розв'язком рівняння у" = -ω2y є функції у(х) = С1sin(ωх+С2), де С1 С2 — постійні, що визначаються умовами конкретної задачі. Рівняння у" = – ω2y називають диференціальним рівнянням гармонічних коливань, а у(х) = С1 sin(ωx + С2) — розв'язком гармонічних коливань.
Виконання вправ
1. Знайдіть другу похідну функції:
а) у = х2 + 5х + 6;        б) у = cos x;       в) y = e2x·,             г) у = sin(2x + 3).
Відповідь: а) у" = 2;    б) y''= - cosx;  в) y'' = 4е2x; г) y''= – 4sin(2x+3). 

IV. Підведення підсумків уроку.




ВИСНОВОК

Теорія диференціальних рівнянь є одним з найбільших розділів сучасної математики. Щоб охарактеризувати її місце в сучасній математичній науці, перш за все, необхідно підкреслити основні особливості теорії диференціальних рівнянь, математики, що складається з двох областей: теорії звичайних диференціальних рівнянь і теорії рівнянь з частковими похідними.
Перша особливість - це безпосередній зв'язок теорії диференціальних рівнянь з їх широким спектром застосування. Характеризуючи математику як метод проникнення в таємниці природи, можна сказати, що основним шляхом застосування цього методу є формування і вивчення математичних моделей реального світу. Вивчаючи будь-які фізичні явища, дослідник, перш за все, створює його математичну ідеалізацію або, іншими словами, математичну модель, тобто, нехтуючи другорядними характеристиками явища, він записує основні закони в математичній формі. Дуже часто ці закони можна виразити у вигляді диференціальних рівнянь. Такими виявляються моделі різних явищ механіки суцільного середовища, хімічних реакцій, електричних і магнітних явищ і ін.
Досліджуючи отримані диференціальні рівняння разом з додатковими умовами, які, як правило, задаються у вигляді початкових і граничних умов, математик отримує відомості про явище, що відбувається, іноді може дізнатися його минуле і майбутнє. Вивчення математичної моделі математичними методами дозволяє не тільки отримати якісні характеристики фізичних явищ і розрахувати із заданим ступенем точності хід реального процесу, але і дає можливість проникнути в суть фізичних явищ, а іноді передбачити і нові фізичні ефекти. Буває, що сама природа фізичного явища підказує і підходи, і методи математичного дослідження. Критерієм правильності вибору математичної моделі є практика, зіставлення даних математичного дослідження з експериментальними даними.
Ведення поняття про диференціальне рівняння передбачено в 11 класі на завершення вивчення теми «Інтеграл». У посібнику з алгебри і початків аналізу поняття про диференціальне рівняння другого порядку (диференціальне рівняння гармонічних коливань) запроваджується спочатку в розділі «Застосування похідної до дослідження функцій», а після вивчення похідної показникової функції ще раз розглядається диференціальне рівняння першого порядку. З дидактичних міркувань такий підхід до вивчення диференціальних рівнянь у школі не можна вважати вдалим. Доцільніше ввести поняття про диференціальне рівняння один раз, але пояснити його спочатку на прикладі рівняння першого порядку, а потім навести задачу, яка приводить до диференціального рівняння другого порядку.
Основною метою вивчення цієї теми є ввести поняття про диференціальні рівняння і показати застосування їх до вивчення процесів і явищ навколишнього світу. Оскільки розв'язками розглядуваних диференціальних рівнянь є функції, зокрема показникова і тригонометрична, то тут є нагода навести учням приклади застосування цих функцій для дослідження реальних процесів і явищ.
Учні мають отримати уявлення про диференціальне рівняння і його розв’язки, знати приклади задач, розв'язування яких зводиться до таких рівнянь. Проте формування навичок розв'язування навіть найпростіших видів диференціальних рівнянь програма основного курсу не передбачає.
Етапи вивчення певного фізичного процесу. 
1) створення фізичної гіпотези, що ґрунтується на експерименті, і запис цієї гіпотези в математичній формі (у вигляді математичної задачі);
2) математичне розв'язування цієї задачі;
3) фізичне тлумачення отриманого розв'язку.
Здебільшого фізичні закони описують співвідношення між величинами, що характеризують фізичний процес, і швидкістю зміни цих величин. Це означає, що багато фізичних законів описується рівняннями, які містять похідну невідомої функції.
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