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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè, äåòåðìèíèñòñêàÿ äèíà-

ìèêà öåí, ñóïåððåïëèêàöèÿ, îïöèîí, îòñóòñòâèå àðáèòðàæíûõ âîç-

ìîæíîñòåé, óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà�Àéçåêñà, ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-

íèå, ïîëóíåïðåðûâíîñòü, íåïðåðûâíîñòü, ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, ñâîé-

ñòâî Ëèïøèöà.

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [4] ïîäðîáíî èçëîæåí ãàðàíòèðîâàííûé äåòåðìèíèñò-

ñêèé ïîäõîä, îïèñàíû ìîäåëü ôèíàíñîâîãî ðûíêà, òîðãîâûå îãðàíè-

÷åíèÿ è óñëîâèÿ áåçàðáèòðàæíîñòè, à òàêæå ïîñòàâëåíà çàäà÷à ñó-

ïåðõåäæèðîâàíèÿ îáóñëîâëåííûõ îáÿçàòåëüñòâ ïî îïöèîíàì, ïðèâå-

äåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèáëèîãðàôèÿ. Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ ìèíè-

ìàëüíûì îïèñàíèåì íåîáõîäèìûõ ñâåäåíèé, êàñàþùèõñÿ ïîñòàíîâêè

çàäà÷è, ïðèâåäåííûõ â [4].

Îñíîâíîé ïîñûëêîé â ïðåäëàãàåìîì ïîäõîäå ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå

�íåîïðåäåëåííîé� äèíàìèêè öåí ïîñðåäñòâîì ïðåäïîëîæåíèÿ îá àïðè-

îðíîé èíôîðìàöèè î äâèæåíèè öåí1 â ìîìåíò âðåìåíè t, à èìåííî,

÷òî ïðèðàùåíèÿ ∆Xt äèñêîíòèðîâàííûõ öåí2 ëåæàò â àïðèîðíî çà-

äàííûõ êîìïàêòàõ Kt(·), ãäå òî÷êîé îáîçíà÷åíà ïðåäûñòîðèÿ öåí äî

ìîìåíòà t−1 âêëþ÷èòåëüíî, t = 1, . . . , N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç v∗t (·) òî÷-
íóþ íèæíþþ ãðàíü äëÿ ñòîèìîñòè ïîðòôåëÿ â ìîìåíò âðåìåíè t,

ïðè èçâåñòíîé ïðåäûñòîðèè, ãàðàíòèðóþùåé, ïðè îïðåäåëåííîì âû-

áîðå äîïóñòèìîé õåäæèðóþùåé ñòðàòåãèè, èñïîëíåíèå òåêóùèõ è áó-

äóùèõ îáÿçàòåëüñòâ, âîçíèêàþùèõ â îòíîøåíèè âîçìîæíûõ âûïëàò

ïî àìåðèêàíñêîìó îïöèîíó. Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà-

Àéçåêñà â äèñêîíòèðîâàííûõ öåíàõ âîçíèêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç

ýêîíîìè÷åñêîãî ñìûñëà ïîñðåäñòâîì âûáîðà íà øàãå t �íàèëó÷øåé�

äîïóñòèìîé ñòðàòåãèè õåäæèðîâàíèÿ h ∈ Dt(·) äëÿ �íàèõóäøåãî� ñöå-
íàðèÿ y ∈ Kt(·) ïðèðàùåíèÿ (äèñêîíòèðîâàííûõ) öåí äëÿ çàäàííûõ

ôóíêöèé gt(·), îïèñûâàþùèõ ïîòåíöèàëüíûå âûïëàòû ïî îïöèîíó.

1 Ïðèðàùåíèÿ áåðóòñÿ �íàçàä�, ò.å. ∆Xt = Xt − Xt−1, ãäå Xt âåêòîð äèñêîí-

òèðîâàííûõ öåí â ìîìåíò âðåìåíè t.
2 Ñ÷èòàåì, ÷òî áåçðèñêîâûé àêòèâ èìååò ïîñòîÿííóþ öåíó, ðàâíóþ åäèíèöå.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:3

v∗N(x̄t−1) = gN(x̄t−1),

v∗t−1(x̄t−1) = gt−1(x̄t−1)∨ inf
h∈Dt(x̄t−1)

sup
y∈Kt(x̄t−1)

[
v∗t (x̄t−1, xt−1 + y)− hy

]
,

t = N, . . . , 1,

(BA)

ãäå x̄t−1 = (x0, . . . , xt−1) îïèñûâàåò ïðåäûñòîðèþ ïî îòíîøåíèþ ê

íàñòîÿùåìó ìîìåíòó t. Óñëîâèÿ äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè (BA) ñôîðìó-

ëèðîâàíû â Òåîðåìå 3.1 èç [4].

Ïðè ýòîì óäîáíî (ôîðìàëüíî) ñ÷èòàòü, ÷òî g0 = −∞ (îòñóòñòâèå

îáÿçàòåëüñòâ ïî âûïëàòàì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè); gt ≥ 0 äëÿ

t = 1, . . . , N â ñëó÷àå àìåðèêàíñêîãî îïöèîíà. Ìíîæåñòâî Dt(·) ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ âûïóêëûì è 0 ∈ Dt(·).

Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ x 7→ Kt(x) è x 7→ Dt(x), à òàêæå ôóíê-

öèè x 7→ gt(x), ïðåäïîëàãàþòñÿ çàäàííûìè äëÿ âñåõ x ∈ (Rn)t, t =

1, . . . , N . Ïîýòîìó ôóíêöèè x 7→ v∗t (x) çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (BA)

äëÿ âñåõ x ∈ (Rn)t.

Â óðàâíåíèÿõ (BA) ôóíêöèè v∗t , à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷-

íûå âåðõíèå è íèæíèå ãðàíè, ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â ðàñøèðåííîì

ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R ∪ {−∞,+∞} = [−∞,+∞] � äâóõ-

òî÷å÷íîé êîìïàêòèôèêàöèè4 R. Ïðè ýòîì ôóíêöèè v∗t îãðàíè÷åíû

ñâåðõó áëàãîäàðÿ ñëåäóþùåìó ïðåäïîëîæåíèþ:

íàéäóòñÿ êîíñòàíòû Ct ≥ 0 òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî t = 1, . . . , N

è âñåõ âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé x̄t = (x0, . . . , xt) ∈ Bt âûïîëíåíî

gt(x0, . . . , xt) ≤ Ct.
(B)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíñòàíòû Ct âûáðàíû ìèíèìàëüíûìè, ò.å.

Ct = sup
x ∈Bt

gt(x)

è áóäåì îáîçíà÷àòü

C =
N

∨
t=1

Ct. (1.1)

3 Çíàê∨ îáîçíà÷àåò ìàêñèìóì, hy = 〈h, y〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà
h íà âåêòîð y.

4 Îêðåñòíîñòè òî÷åê −∞ è +∞ èìåþò âèä [∞, a), a ∈ R è (b,+∞], b ∈ R
ñîîòâåòñòâåííî.
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Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé ìû ñäåëàåì ¾àääèòèâíóþ¿ çàìåíó â

ïîñëåäíåé ïåðåìåííîé ôóíêöèé v∗t , ïîëàãàÿ

w(x̄t−1, y) = wt(x1, . . . , xt−1, y) = v∗(x1, . . . , xt−1, xt−1 + y) (T)

è äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ Áåëìàíà�Àéçåêñà â òåðìèíàõ

ôóíêöèé wt, t = N, . . . , 0, ò.å â âèäå:

v∗t−1(·) = gt−1(·)∨ inf
h∈Dt(·)

sup
y∈Kt(·)

[
wt(·, y)− hy

]
, t = N, . . . , 1.

Çäåñü è äàëåå òî÷êîé îáîçíà÷åíû �òåêóùèå� ïåðåìåííûå; â äàííîì

ñëó÷àå àðãóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ x̄t−1.

Òðàåêòîðèþ íà âðåìåííîì èíòåðâàëå [0, t] = {0, . . . , t} öåí àêòè-

âîâ (x0, . . . , xt) = x̄t ìû íàçîâåì âîçìîæíîé, åñëè x0 ∈ K0, x1 ∈
K1(x0), . . . , xt ∈ Kt(x0, . . . , xt−1); t = 0, 1, . . . , N . Îáîçíà÷èì Bt �

ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé öåí àêòèâîâ íà âðåìåííîì èíòåð-

âàëå [0, t]; òåì ñàìûì

Bt = {(x0, . . . , xt) : x0 ∈ K0,∆x1 ∈ K1(x0), . . . ,∆xt ∈ Kt(x0, . . . , xt−1)}.
(1.2)

Çàìåòèì, ÷òî (1.2) ðàâíîñèëüíî ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì5

Bt = {(x̄t−1, xt) : x̄t−1 ∈ Bt−1,∆xt ∈ Kt(x̄t−1)} =

= {(x̄t−1, xt) : x̄t−1 ∈ Bt−1, xt ∈ xt−1 +Kt(x̄t−1)}, t = 1, . . . , N.
(1.3)

Âåçäå äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ,

ïåðå÷èñëåííûå â Òåîðåìå 3.1 èç [4], à òàêæå ïðåäïîëîæåíèÿ, ïåðå-

÷èñëåííûå â ïóíêòå 1) Çàìå÷àíèÿ 3.1 èç [4].

Â ðàáîòå [5] èçó÷àþòñÿ ïîíÿòèÿ �áåçàðáèòðàæíîñòè� äëÿ äåòåð-

ìèíèñòñêîé ìîäåëè ðûíêà � îòñóòñòâèå ãàðàíòèðîâàííîãî àðáèòðà-

æà, îòñóòñòâèå àðáèòðàæíûõ âîçìîæíîñòåé, îòñóòñòâèå ãàðàíòèðî-

âàííîãî àðáèòðàæà ñ íåîãðàíè÷åííîé ïðèáûëüþ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå

ãðóáîñòè (ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè) �áåçàðáèòðàæíîñòè�, ïîëó÷åíû

êðèòåðèè ãðóáîñòè.

Â ñòàòüå [6] èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ïîëóíåïðåðûâíîñòè è íåïðå-

ðûâíîñòè Áåëëìàíà-Àéçåêñà (BA). Ïðè âåñüìà ñëàáîì ïðåäïîëîæå-

íèè �áåçàðáèòðàæíîñòè� ðûíêà � ãðóáîì óñëîâèè îòñóòñòâèÿ ãàðàí-

òèðîâàííîãî àðáèòðàæà ñ íåîãðàíè÷åííîé ïðèáûëüþ ïîëó÷åí îñíîâ-

íîé ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ �ãëàäêîñòè� ðåøåíèé óðàâíåíèé (BA).

5 Çäåñü x+A = {z : z − x ∈ A}.
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Â Ïðåäëîæåíèè 2.1 èç [6] ïðèâåäåíû êîìïàêòíîñòè Bt � äîñòàòî÷-

íî ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé x 7→ Kt(·)
(êîìïàêòíîçíà÷íîãî), à òàêæå óñëîâèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ (B) � â äîïîë-

íåíèå ê ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó Kt(·) åùå è ïîëóíåïðåðûâíîñòü

ñâåðõó gt(·), t = 1, . . . , N .

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû â [6] êàñàþòñÿ óñëîâèé äëÿ ïîëóíåïðåðûâ-

íîñòè ñâåðõó è ñíèçó, à òàêæå íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé

Áåëëìàíà-Àéçåêñà, âîçíèêàþùèõ â ðàìêàõ ãàðàíòèðîâàííîãî äåòåð-

ìèíèñòñêîãî ïîäõîäà; íàèáîëåå âàæíûé èç íèõ ïðåäñòàâëåí â Òåîðå-

ìå 3.2 (ñî ññûëêîé íà Òåîðåìó 2.7). Äëÿ óäîáñòâà ïðèâåäåì åå çäåñü

ïîëíîñòüþ.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü äëÿ t = 1, . . . , N ÷èñëîâûå ôóíêöèè x̄t 7→ gt(x̄t)

íåïðåðûâíû, êîìïàêòíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ x̄t−1 7→ Kt(x̄t−1) íåïðå-

ðûâíû, ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ x̄t−1 7→ Dt(x̄t−1) ïîëóíåïðåðûâ-

íû ñíèçó è çàìêíóòû, è âûïîëíåíî ãðóáîå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ãà-

ðàíòèðîâàííîãî àðáèòðàæà ñ íåîãðàíè÷åííîé ïðèáûëüþ NDSAUP .

Òîãäà:

1) ôóíêöèè x̄t−1 7→ v∗t (x̄t−1), çàäàâàåìûå ñîîòíîøåíèÿìè (BA),

íåïðåðûâíû,

2) ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ (x̄t−1, h) 7→Mt(x̄t−1, h), ãäåMt(x̄t−1, h)

� ìíîæåñòâî ìàêñèìèçàòîðîâ y ∈ Kt(x̄t−1), äëÿ êîòîðûõ äîñòèãà-

åòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèè

(x̄t−1, h) 7→ sup
y∈Kt(x̄t−1)

[wt(x̄t−1, y)− hy],

à òàêæå ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ x̄t−1 7→ Nt(x̄t−1), ãäå Nt(x̄t−1)

ìíîæåñòâî ìèíèìèçàòîðîâ h ∈ Dt(x̄t−1), äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàåò-

ñÿ ìèíèìóì ôóíêöèè

x̄t−1 7→ ρt(x̄t−1) = inf
h∈Dt(x̄t−1)

sup
y∈Kt(x̄t−1)

[wt(x̄t−1, y)− hy],

ÿâëÿþòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûìè ñâåðõó, t = 1, . . . , N .

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â óòî÷íåíèè ýòîãî ðåçóëüòàòà

äëÿ ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ òîðãîâûõ îãðàíè÷åíèé, ò.å. êîãäà Dt(·) ≡ Rn,

à èìåííî, îöåíèì ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé v∗t (·), âêëþ÷àÿ ñëó÷àé ëèïøèöåâîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå
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RNDSAUP ðàâíîñèëüíî ðîáàñòíîìó óñëîâèþ îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæ-

íûõ âîçìîæíîñòåé RNDAO ïî Òåîðåìå 5.1 èç [5]; ãåîìåòðè÷åñêèé

êðèòåðèé äëÿ RNDAO èìååò âèä:

0 ∈ int(conv(Kt(·))), t = 1, . . . , N, (1.4)

ñì. Çàìå÷àíèå 5.1 â [5].

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ñëåäóþùåå ýëåìåíòàðíîå óòâåðæäåíèå áóäåò ìíîãîêðàòíî èñïîëü-

çîâàòüñÿ äàëåå, ïîýòîìó äëÿ óäîáñòâà âûäåëèì åãî â îòäåëüíóþ ëåì-

ìó.

Ëåììà 2.1. Äëÿ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé f è g∣∣ sup
A
f − sup

A
g
∣∣ ≤ sup

A

∣∣f − g∣∣, (2.1)∣∣ inf
A
f − inf

A
g
∣∣ ≤ sup

A

∣∣f − g∣∣. (2.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì γ = sup
A

∣∣f − g∣∣. Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ X
g(x)− γ ≤ f(x) ≤ g(x) + γ,

îòêóäà

sup
A
g − γ ≤ sup

A
f ≤ sup

A
g + γ.

ò.å. èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (2.1). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ (2.2); âïðî-

÷åì, (2.2) ïîëó÷àåòñÿ èç (2.1), åñëè âûáðàòü îáå ôóíêöèè ñî çíàêîì

ìèíóñ.

Â ÷àñòíîñòè, èç ëåììû 2.1 ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå∣∣ n

∨
i=1

yi −
n

∨
i=1

y′i
∣∣ ≤ n

∨
i=1

∣∣yi − y′i∣∣ = ‖y − y′‖∞∣∣ n

∧
i=1

yi −
n

∧
i=1

y′i
∣∣ ≤ n

∨
i=1

∣∣yi − y′i∣∣ = ‖y − y′‖∞
(2.3)

ãäå y, y′ ∈ Rn.

Ïóñòü (X, ρ) è (Y, d) - ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, E ⊆ X, E 6= ∅.
Äëÿ ôóíêöèè f : X 7→ Y è äëÿ δ ∈ [0,∞) îáîçíà÷èì

ωEf (δ) = sup
x1,x2∈E, ρ(x1,x2)≤δ

d
(
f(x1), f(x2)

)
,
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ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå E. Åñëè E = X, òî

áóäåì îïóñêàòü âåðõíèé èíäåêñ ó ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè, ò.å. ωXf (δ) =

ωf (δ). Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f íà E îçíà÷àåò ωEf (δ)→
0 ïðè δ → 0 .

Ëþáîé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ωEf = ω, ãäå ω : [0,∞) 7→ [0,∞],

óäîâëåòâîðÿåò î÷åâèäíûì ñâîéñòâàì

10. ω(0) = 0;

20. ω � ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Â ÷àñòíîñòè, èç 10 è 20 ñëåäóåò íåîòðèöàòåëüíîñòü ω.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü T � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ôóíêöèÿ u :

T 7→ [0,∞) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó,

F (z) = {x ∈ T : u(x) ≤ z}

çàäàåò ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå6, F : [0,∞) 7→ 2T , òàêîå ÷òî

F (0) 6= ∅, ôóíêöèÿ ϕ : T 7→ R ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó.

Òîãäà :

1) F ïðèíèìàåò íåïóñòûå çàìêíóòûå çíà÷åíèÿ è ãðàôèê F çà-

ìêíóò, à åñëè T � êîìïàêòíî, òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F

ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó;

2) åñëè T � êîìïàêòíî, òî ôóíêöèÿ z 7→ sup{ϕ(x), x ∈ F (z)},
z ∈ A, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé íåïðåðûâíîé ñïðàâà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà F (z), z ∈ A âûòåêàåò èç ïîëóíåïðå-

ðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèè f . Ïóñòü íàïðàâëåííîñòè zα → z, xα ∈
F (zα) è xα → x; ïîñêîëüêó xα ∈ F (zα) ðàâíîñèëüíî u(xα) ≤ z, òî èç

ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèè u ñëåäóåò u(x) ≤ lim inf u(xα) ≤
z, ò.å. x ∈ F (z), è, çíà÷èò, ãðàôèê F çàìêíóò. Åñëè E êîìïàêòíî, òî

F ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó ïî Ïðåäëîæåíèþ 2.23 èç [10].

2) ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ ψ : A 7→ R, ãäå ψ(z) = sup{ϕ(x) : x ∈ F (z)}
ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé â ñèëó ìîíîòîííîñòè F , ò.å. z ≤ z′

âëå÷åò F (z) ⊆ F (z′). Ïî òåîðåìå Áåðæà (ñì. [6], Òåîðåìà 2.2) ψ ïîëó-

íåïðåðûâíà ñâåðõó. Äëÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé ÷èñëîâîé ôóíêöèè

ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà.

6 Çäåñü 2T � êëàññ âñåõ ïîäìíîæåñòâ T .
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Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü E � íåïóñòîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæå-

ñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ), ôóíêöèÿ f : X 7→ Y , ãäå

(Y, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íåïðåðûâíà. Òîãäà ìîäóëü íåïðå-

ðûâíîñòè ωEf = ω óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì:

30. ω ïðèíèìàåò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ;

40. ω íåïðåðûâíà ñïðàâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ Ëåììîé 2.2, âûáðàâ

T = E ×E, äëÿ x = (x1, x2) ∈ E ×E; u(x) = u(x1, x2) = ρ(x1, x2); A =

[0,+∞); z = δ; φ(x) = φ(x1, x2) = d
(
f(x1), f(x2)

)
. Òîãäà ìíîãîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå

F (δ) = {(x1, x2) ∈ E × E, ρ(x1, x2) ≤ δ}

ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó, ôóíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà è äîñòèãàåò ìàêñè-

ìóìà íà êîìïàêòå F (δ), à, ñòàëî áûòü, ôóíêöèÿ

ψ(δ) = max
x∈F (δ)

ϕ(x) = max
x1,x2∈E, ρ(x1,x2)≤δ

d
(
f(x1), f(x2)

)
= ωEf (δ)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà.

Çàìå÷àíèå 2.1.

1) Ïðîñòîé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè â óñëî-

âèÿõ Ïðåäëîæåíèÿ 2.1 ìîæåò áûòü ðàçðûâíûì: äîñòàòî÷íî ðàññìîò-

ðåòü äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî X ñ ìåòðèêîé

ρ(x, y) =

{
0, ïðè x = y,

1 ïðè x 6= y.

Â ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ ôóíêöèÿ f : X 7→ Y ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è

ωf (x, y) =

{
0, ïðè δ ∈ [0, 1),

1 ïðè δ ∈ [1,∞).

2) Äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà íà ïðîñòðàíñòâå X ïîçâîëÿåò óñòà-

íîâèòü íå òîëüêî íåïðåðûâíîñòü, íî è òàêîå ñâîéñòâî ìîäóëÿ íåïðå-

ðûâíîñòè, êàê ñóáàääèòèâíîñòü.

Ïóñòü E � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà

X ñ ìåòðèêîé ρ(x, y) = ‖x−y‖. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå δ1, δ2 è ïóñòü
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ρ(x, y) = ‖x − y‖ ≤ δ1 + δ2. Ïîëîæèì p = δ1
δ1+δ2

è zp = (1 − p)x + py,

òîãäà
‖x− zp‖ = p‖x− y‖ ≤ δ1,

‖zp − y‖ = (1− p)‖x− y‖ ≤ δ2.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ x è y, òàêèõ ÷òî ‖x − y‖ ≤ δ1 + δ2 èìååì íåðà-

âåíñòâî

ρ
(
f(x), f(y)

)
≤ ρ
(
f(x), f(zp)

)
+ ρ
(
f(zp), f(y)

)
≤ ωEf (δ1) + ωEf (δ2),

îòêóäà ωEt = ω óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ñóáàääèòèâíîñòè:7

50. ω(δ1 + δ2) ≤ ω(δ1) + ω(δ2).

3) Ôóíêöèÿ ϕ : [0,∞) 7→ [0,∞), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâàì 10,

20, 30 è 50, èìååò ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè8, ñîâïàäàþùèé ñ ýòîé ôóíê-

öèåé9, ò.å. ωϕ = ϕ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü |t2−t1| ≤ δ; òîãäà, èñïîëüçóÿ

20, 30 è 50, ïîëó÷àåì

|ϕ(t2)− ϕ(t1)| = ϕ(t1∨ t2)− ϕ(t1∧ t2) ≤ ϕ(|t2 − t1|) ≤ ϕ(δ), (2.4)

îòêóäà ωϕ ≤ ϕ. Îáðàòíî, èç 10 è 20 ñëåäóåò

ωϕ(δ) ≥ |ϕ(δ)− ϕ(0)| = ϕ(δ)− ϕ(0) = ϕ(δ).

4) Åñëè, â äîïîëíåíèå ê ñâîéñòâàì 10, 20, è 50 ìîäóëü íåïðåðûâ-

íîñòè ωf = ω ôóíêöèè f óäîâëåòâîðÿåò10 ñâîéñòâó 40, òî ñâîéñòâî 30

àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ, ω ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ìîäóëåì íåïðå-

ðûâíîñòè è f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, ÷òî âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà

(2.4).

5) Ïðèìåðîì ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé, íî íå àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèè ϕ : [0,∞) 7→ [0,∞), óäîâëåòâîðÿþùåé ñâîéñòâàì

10, 20, 40 è 50 ìîæåò ñëóæèòü êàíòîðîâà ëåñòíèöà11, ñì. [7], ðàç-

äåë 3.2.4. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà:

ϕ(δ) = ωϕ(δ) ≤ δα, α = ln 2
ln 3

, ñì. [9].

7 Ïðè ýòîì âîçìîæíî, ÷òî ω(δ)=∞ äëÿ âñåõ δ > 0. Åñëè ω óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì 10, 20 è 50, òî äëÿ 30 äîñòàòî÷íî êîíå÷íîñòè ω(δ) â îäíîé òî÷êå δ > 0.
8 Äëÿ òàêîé ôóíêöèè ϕ óñëîâèÿ ïóíêòà 2) Çàìå÷àíèÿ 2.1 âûïîëíÿþòñÿ.
9 Ïîõîæåå óòâåðæäåíèå èìååòñÿ â ëèòåðàòóðå, ñì., íàïðèìåð § 6 â êíèãå [8],

îäíàêî òàì íàëàãàåòñÿ èçáûòî÷íûå òðåáîâàíèÿ íà ϕ.
10 Åñëè, â äîïîëíåíèå ê 10 è 20, ôóíêöèÿ âîãíóòà, òî 40 è 50 âûïîëíÿþòñÿ.
11 Òî÷íåå, ïðîäîëæåíèå ϕ ôóíêöèè Êàíòîðà ψ : [0, 1] 7→ [0, 1], ïîëàãàÿ ϕ(δ) = 1

ïðè δ > 1.
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6) Â óñëîâèÿõ ïóíêòà 2, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî 30, òî ìîäóëü

íåïðåðûâíîñòè òåì ñàìûì óäîâëåòâîðÿåò 10, 20, 30 è 50, à ôóíêöèÿ ω,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòèì ÷åòûðåì ñâîéñòâàì, àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåé-

íà.12 Äåéñòâèòåëüíî, ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå t > 0. íàïîìíèì, ÷òî

ω ≥ 0 â ñèëó 10 è 20. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç [a] öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà a ∈ R,
äëÿ ëþáîãî x ∈ [0,∞] èìååì

ω(x) = ω

([
x

t

]
t+ r

)
, r =

(
x

t
−
[
x

t

])
t ∈ [0, t);

è èç ñóáàääèòèâíîñòè (50) âûòåêàåò

ω(x) =

[
x

t

]
ω(t) + ω(r).

Ïîñêîëüêó ω ìîíîòîííî óáûâàåò13 (20), òî

ω(r) ≤ ω(t);

èç ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì

ω(x) ≤
([

x

t

]
+ 1

)
ω(t) ≤

(
x

t
+ 1

)
ω(t). (2.5)

Äàëåå, ñòàíäàðòíûå ðàññóæäåíèÿ, îïèðàþùèåñÿ íà (2.5), ïðèâî-

äÿò ê íåðàâåíñòâó14:

lim sup
x→+∞

ω(x)

x
≤ ω(t)

t
, t > 0,

à â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè t > 0, ê íåðàâåíñòâàì

lim sup
x→∞

ω(x)

x
≤ inf

t>0

ω(t)

t
≤ lim inf

x→+∞

ω(x)

x
,

12 Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî íàçâàòü íåïðåðûâíûì âàðèàíòîì ëåììû Ôåêåòå.
13 Ò.ê. àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Êîøè, ÿâëÿåòñÿ ñóáàääè-

òèâíîé, òî áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷èòü äëÿ ñóáàääèòèâíîé ôóíêöèè

àñèìïòîòè÷åñêóþ ëèíåéíîñòü íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó èç àêñèîìû âûáîðà ñëåäó-

åò ñóùåñòâîâàíèå íåèçìåðèìîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êîøè, òàêîãî ÷òî åãî ãðà-

ôèê âñþäó ïëîòåí íà ïëîñêîñòè [11]. Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü îãðàíè÷åííîñòè ω

â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0; â íàøåì ñëó÷àå ýòî âûòåêàåò èç íåîòðèöàòåëüíîñòè ω

(ñëåäñòâèå ñâîéñòâ 10 è 20) è ñâîéñòâ ìîíîòîííîñòè 20 è êîíå÷íîñòè 30.
14 Åñëè ôóíêöèÿ ω, óäîâëåòâîðÿþùàÿ 10 è 20, âîãíóòà, òî ôóíêöèÿ t → ω(t))

t

ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé.
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ò.å. ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò

0 ≤ lim
x→+∞

ω(x)

x
= inf

x>0

ω(x)

x
< +∞.

Îáîçíà÷èì
ρ(x,A) = inf{ρ(x, y) : y ∈ A},
[A]δ = {x ∈ X : ρ(x,A) < δ},

ðàññòîÿíèå Ïîìïåþ-Õàóñäîðôà15

hρ(A,B) = inf{ε > 0 : A ⊆ [B]ε, B ⊆ [A]ε}.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, çàäàíû íåïó-

ñòûå ìíîæåñòâà E ⊆ X, A ⊆ E è B ⊆ E, à òàêæå ÷èñëîâàÿ ôóíê-

öèÿ f : E 7→ R.
1) Åñëè hρ(A,B) < δ, òî

| sup
A
f − sup

B
f | ≤ ωEf (δ).

2) Åñëè, êðîìå òîãî f íåïðåðûâíà íà E, êîìïàêòíîì ïîäìíîæå-

ñòâå X, òî

| sup
A
f − sup

B
f | ≤ ωEf (hρ(A,B)).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (E, ρ′), ãäå ρ′ � ñóæå-

íèå ρ íà E × E. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ x ∈ E, A ⊆ E èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî ρ′(x,A) = ρ(x,A). Îáîçíà÷èì [A]δE = {x ∈ E : ρ(x,A) <

δ} = [A]δ∩E. Ïîñêîëüêó äëÿ A ⊆ E âêëþ÷åíèå A ⊆ [B]ε âëå÷åò

A ⊆ [B]ε∩E = [B]εE, à âêëþ÷åíèå A ⊆ [B]εE âëå÷åò A ⊆ [B]ε∩E ⊆
[Bε], òî äëÿ A ⊆ E è B ⊆ E ðàññòîÿíèå Ïîìïåþ - Õàóñäîðôà íà E

hρ′(A,B) = inf{ε > 0 A ⊆ [B]εE, B ⊆ [A]εE} ñîâïàäàåò ñ hρ(A,B). Ïî-

ñêîëüêó hρ′(A,B) < δ, òî A ⊆ [B]δE è B ⊆ [A]δE. Äëÿ x ∈ [A]δE íàéäåòñÿ

y ∈ A, òàêîå ÷òî ρ(x, y) < δ, à çíà÷èò |f(x)− f(y)| ≤ ωEf (δ).

Îòñþäà

sup
[A]δE

f ≤ sup
A
f + ωEf (δ);

15 Ìîæåò áûòü, ÷òî hρ(A,B) =∞.
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àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

sup
[B]δE

f ≤ sup
B
f + ωEf (δ).

Êðîìå òîãî,

sup
B
f ≤ sup

[A]δE

f ≤ sup
A
f + ωEf (δ)

è

sup
A
f ≤ sup

[B]δE

f ≤ sup
B
f + ωEf (δ),

îòêóäà ñëåäóåò

| sup
A
f − sup

B
f | ≤ ωEf (δ).

2) Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ïðåäëîæåíèåì 2.1, ôóíêöèÿ ωEf ïîëóíåïðå-

ðûâíà ñïðàâà, òàê ÷òî èç ïóíêòà 1) ñëåäóåò ïóíêò 2).

Ïóñòü N ⊆ Rn � âûïóêëûé êîìïàêò, ñîäåðæàùèé íà÷àëî êîîðäè-

íàò, ò.å. 0 ∈ N . Îïîðíàÿ ôóíêöèÿ σN(h) = max
y∈N

hy âûïóêëîãî êîì-

ïàêòà N ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è êîíå÷íîé äëÿ âñåõ h ∈ Rn, à çíà÷èò

íåïðåðûâíîé (ñì., íàïðèìåð, Ñëåäñòâèå 10.1.1 èç [12]), ïîýòîìó äî-

ñòèãàåò ìèíèìóìà íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå S1(0) � åäèíè÷íîé ñôå-

ðå â Rn, ò.å. S1(0) = {h ∈ Rn : ‖h‖2 = 1}, ‖ · ‖2 � åâêëèäîâà íîðìà,

‖h‖2 =

√
n∑
i=1

h2
i , h = (h1, . . . , hn), y = (y1, . . . , yn)T .

Îáîçíà÷èì16

r(N) = min
h∈S1(0)

σN(h) = min
h∈S1(0)

max
y∈N

hy. (2.6)

Äëÿ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà N , ñîäåðæàùåãî òî÷êó 0, ãåîìåòðè÷åñêèé

ñìûñë r(N) � ðàäèóñ âïèñàííîãî øàðà ñ öåíòðîì â 0, ò.å. ìàêñèìàëü-

íûé ðàäèóñ øàðà ñ öåíòðîì â òî÷êå 0, ñîäåðæàùåãîñÿ â âûïóêëîì

êîìïàêòå N , èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè 0 äî ãðàíèöû

bd(N).

Ëåììà 2.4. Ôóíêöèÿ N 7→ r(N) ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâîé, ñ êîíñòàí-

òîé Ëèïøèöà ðàâíîé åäèíèöå, íà ïðîñòðàíñòâå K∗(Rn) íåïóñòûõ

âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â Rn ñ ìåòðèêîé Ïîìïåþ�Õàóñäîðôà.

16 Íàïîìíèì, ÷òî hy îáîçíà÷àåò ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ Òåîðåìîé 14.1 èç [2] ðàññòîÿíèå

Ïîìïåþ�Õàóñäîðôà ïðåäñòàâèìà â âèäå

hρ(N1, N2) = max
h∈S1(0)

|σN1(h)− σN2(h)| (2.7)

äëÿ íåïóñòûõ âûïóêëûõ êîìïàêòîâ N1 è N2 è ÿâëÿþòñÿ ìåòðèêîé íà

K∗(Rn). Èñïîëüçóÿ Ëåììó 2.1 èìååì∣∣r(N1)− r(N2)
∣∣ =

∣∣ min
h∈S1(0)

σN1(h)− min
h∈S1(0)

σN2(h)
∣∣ ≤

≤ max
h∈S1(0)

∣∣σN1(h)− σN2(h)
∣∣ = hρ(N1, N2),

(2.8)

Ëåììà 2.5. Ïóñòü K � êîìïàêò, ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå N :

K 7→ K∗(Rn) ïðèíèìàåò íåïóñòûå âûïóêëûå êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ

è ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæå-

ñòâà N(x) äëÿ âñåõ x ∈ X óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 17 0 ∈ int(N(x)).

Òîãäà ôóíêöèÿ x 7→ r(N(x)) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó è min
x∈K

r(N(x)) >

0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ (x, h) 7→ σN(x)(h) = max
y∈N(x)

hy ïîëóíåïðå-

ðûâíà ñíèçó ïî òåîðåìå Áåðæà, ñì. [6], Òåîðåìà 2.2′. Äàëåå, îòîá-

ðàæåíèå x 7→ S1(0), ïðèíèìàþùåå ïîñòîÿííîå êîìïàêòíîå çíà÷åíèå,

íåïðåðûâíî, òàê ÷òî ïî òåîðåìå Áåðæà, ñì. [6], Òåîðåìà 2.3′, ôóíê-

öèÿ x 7→ r(N(x)) = min
h∈S1(0)

σN(x)(h) ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó

è äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x∗ ∈ K, äëÿ

êîòîðîé 0 ∈ int(N(x∗)), à çíà÷èò r(N(x∗)) > 0.

Çàìå÷àíèå 2.2.

1) Åñëè îòîáðàæåíèå x 7→ N(x), ïðèíèìàþùåå êîìïàêòíûå âû-

ïóêëûå çíà÷åíèÿ, íåïðåðûâíî, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, h-íåïðåðûâíî,

òî ôóíêöèÿ x 7→ r(N(x)) íåïðåðûâíà, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

èç Ëåììû 2.4.

2) Åñëè N ∈ K(Rn), 0 ∈ N è dim(aff(N)) < n, òî r(N) = 0.

17 Â ýòîì ñëó÷àå àôôèííàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà N(x) (ñîâïàäàþùàÿ ñ ëèíåé-

íîé îáîëî÷êîé, ò.ê. 0 ∈ N(x)) ðàâíà Rn.
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3) Åñëè äëÿ N ∈ K(Rn), 0 ∈ N îïðåäåëèòü

r̃(N) = min
h∈S1(0)∩aff(N)

σN(h),

ò.å. r̃(N) � ðàññòîÿíèå îò 0 îòíîñèòåëüíîé ãðàíèöû rbd(N), òî r̃(N)

óæå íå áóäåò íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Ïîìïåþ-

Õàóñäîðôà â ïðîñòðàíñòâå Rn. Íàïðèìåð, åñëè 0 ∈ ri(N) è dim(aff(N)) <

n, òî r̃(N) > 0 è âûáèðàÿ ε ∈ (0, r̃(N)), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ N ε =

N + B̄ε(0) âûïîëíÿåòñÿ hρ(N,N
ε) = ε è r̃(N ε) = r(N ε) = ε. Ðàçó-

ìååòñÿ, åñëè ñóçèòü ïðîñòðàíñòâî Rn äî E = aff(N) ñ íàñëåäîâàí-

íîé åâêëèäîâîé ìåòðèêîé è ñîîòâåòñòâóþùèì ðàññòîÿíèåì Ïîìïåþ-

Õàóñäîðôà, òî r̃ ñòàíåò â òàêîì ïðîñòðàíñòâå óæå íåïðåðûâíîé ôóíê-

öèåé.

3. Îöåíêà ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé Áåëëìàíà-

Àéçåêñà

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò íå òîëüêî ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì Òåîðåìû

1.1 äëÿ ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ òîðãîâûõ îãðàíè÷åíèé, ïîçâîëÿþùèì îöå-

íèòü ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, íî è îäíîâðåìåííî ïîçâîëÿåò äàòü àëü-

òåðíàòèâíîå (ïðÿìîå) äîêàçàòåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé v∗t ,

t = 0, . . . , N äëÿ ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ òîðãîâûõ îãðàíè÷åíèé.

Íàì óäîáíî ñ÷èòàòü18, ÷òî â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ôóíêöèè

gt(·) è ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ Kt(·) çàäàíû íà âñåì ïðîñòðàíñòâå

(Rn)t; ñîîòâåòñòâåííî, âñþäó îïðåäåëåíû ôóíêöèè v∗t (·), çàäàâàåìûå
(BA) ñ Dt(·) ≡ Rn. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïîòðåáóåòñÿ çàäàíèå íà ìíî-

æåñòâå âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé Bt, èëè, âîçìîæíî, íà íåêîòîðîì âû-

ïóêëîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå (Rn)t, ñîäåðæàùåì Bt. Çàäàäèì

íîðìó äëÿ x̄t ∈ (Rn)t+1 ïîñðåäñòâîì

‖x̄t‖ =
t∑

s=0

‖|xs‖1,

ãäå

‖z‖1 =
n∑
i=1

|zi| äëÿ z = (z1, . . . , zn)T ∈ Rn.

18 Ïî êðàéíåé ìåðå, â îòíîøåíèè ôóíêöèé ïîòåíöèàëüíûõ âûïëàò gt, t =

1, . . . , N ýòî íå òîëüêî óäîáíî, íî è åñòåñòâåííî � îáû÷íî èìåííî òàê ñòàâèòñÿ

çàäà÷à íà ïðàêòèêå.
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Îáîçíà÷èì

C∗t =
N

∨
s=t

Ct, Ct = sup
x̄t−1∈Bt

gt(x̄t−1);

K∗t (·) = conv(Kt(·));

r∗t = inf
x∈Bt−1

r(K∗t (x)), t = 1, . . . , N.

(3.1)

ãäå r � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (2.6).

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíî ðîáàñòíîå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ àð-

áèòðàæíûõ âîçìîæíîñòåé RNDAO, ôóíêöèè ïîòåíöèàëüíûõ âû-

ïëàò gt t = 1, . . . , N íåïðåðûâíû, ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ x̄t−1 7→
Kt(x̄t−1), t = 1, . . . , N h-íåïðåðûâíû (íåïðåðûâíîñòü äëÿ ìåòðè-

êè Ïîìïåþ�Õàóñäîðôà19). Òîãäà ôóíêöèè v∗t , çàäàííûå ïîñðåäñòâîì

(BA) ñ Dt(·) ≡ Rn, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû,

0 ≤ v∗t ≤ C∗t <∞, t = 0, . . . , N (3.2)

è èìååò ìåñòî îöåíêà ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ωv∗t ôóíêöèé v
∗
t :

ω
Bt−1

v∗t−1
(δ) ≤ ωBt−1

gt−1
(δ)∨ [ωBtv∗t (ω

Bt−1

Kt
(δ)) +

C∗t
r∗t
ω
Bt−1

Kt
(δ) + ωBtv∗t (δ)

]
, t = 1, . . . , N ;

ωBNv∗N
= ωBNgN ,

(3.3)

ãäå ôîðìàëüíî ïîëàãàåì g0 ≡ 0 (è ωg0 ≡ 0), ω
Bt−1

Kt
� ìîäóëü íåïðå-

ðûâíîñòè Kt(·) â ìåòðèêå Õàóñäîðôà íà Bt−1, ω
Bt
gt è ωBtv∗t � ìîäóëè

íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé gt−1 è v∗t , ñîîòâåòñòâåííî, íà Bt, ïðè÷åì

âåëè÷èíû r∗t , çàäàâàåìûå ïîñðåäñòâîì (3.1), ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëü-

íûìè, t = N, . . . , 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé v∗t âûòå-

êàåò èç Òåîðåìû 1.1, ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî äëÿ êîìïàêòíîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé Kt(·) ïîëóíåïðåðûâíîñòü è h-ïîëóíåïðåðûâíîñòü (ñíè-
çó èëè ñâåðõó) ñóòü îäíî è òî æå, ñì. Ïðåäëîæåíèå 2.68 èç [10]. Ïî-

ñêîëüêó, â ñîîòâåòñòâèè ñ Ïðåäëîæåíèåì 2.1 èç [6], ìíîæåñòâî âîç-

ìîæíûõ òðàåêòîðèé Bt ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, ôóíêöèè v
∗
t íà Bt ÿâ-

ëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè.

19 Äëÿ êîìïàêòíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé h-íåïðåðûâíîñòü ðàâíîñèëüíà íåïðå-

ðûâíîñòè, ñì. Òåîðåìó 2.68 èç [10].
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Âïðî÷åì, äëÿ ðàññìîòðåííîãî ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ òîðãîâûõ îãðà-

íè÷åíèé, íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé v∗t òàêæå ïîëó÷àåòñÿ ïî èíäóêöèè

íåïîñðåäñòâåííî (èç ðàññóæäåíèé, ïðèâåäåííûõ íèæå), îäíîâðåìåí-

íî ñ îöåíêîé ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè è íåðàâåíñòâàìè (3.2). Ïðîâå-

ðèì âûïîëíåíèå (3.2) è (3.3) ïî èíäóêöèè. Äëÿ s = N ýòî î÷åâèäíî.

Ïóñòü v∗s ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà äëÿ s = N, . . . , t; ïðîâåðèì, ÷òî v∗t−1

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è âûïîëíÿþòñÿ (3.2) è (3.3). Â ñîîòâåòñòâèè

ñ (BA) äëÿ ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ òîðãîâûõ îãðàíè÷åíèé, ò.å. Dt(·) ≡ Rn,

óðàâíåíèÿ äëÿ t = N, . . . , 1 ïðèíèìàþò âèä

v∗t−1(x̄t−1) = gt−1(x̄t−1)∨ ρt(x̄t−1), (3.4)

ãäå

ρt(x̄t−1) = inf
h∈Rn

sup
y∈Kt(x̄t−1)

[
v∗t (x̄t−1, xt−1 + y)− hy

]
. (3.5)

Ïîñêîëüêó, ïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû, ôóíêöèè gt−1 íåïðåðûâíû,

òî îíè ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû íà êîìïàêòå Bt âîç-

ìîæíûõ òðàåêòîðèé, â ÷àñòíîñòè, Ct <∞.

Ïîñêîëüêó v∗t−1(·) ≥ gt−1(·), òî v
∗
s(·) ≥ 0 äëÿ s = t − 1, . . . , N . Òàê

êàê, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, v∗t (·) ≤ C∗t , à òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü

ïî h â (3.5) íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ïî y ïðè

h = 0, òî ρt(·)) ≤ C∗t è èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà v
∗
t−1(·) ≤ Ct−1∨C∗t =

C∗t−1. Òåì ñàìûì, íåðàâåíñòâà (3.2) óñòàíîâëåíû.

Ïîêàæåì òåïåðü ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè x̄t−1 7→
ρt(x̄t−1) è îäíîâðåìåííî îöåíèì åå ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè.

Ïîñêîëüêó íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî

(ñì., íàïðèìåð, [1]), Òåîðåìà 3.16.5), à ñ ó÷åòîì Òåîðåìû 5.1 èç [3],

êëàññ âñåõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Rn ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðî-

ñòðàíñòâîì äëÿ ìåòðèêè, ðàâíîé ðàññòîÿíèþ Ïîìïåþ�Õàóñäîðôà,

òî îòîáðàæåíèå x̄t−1 7→ Kt(x̄t−1), ðàññìàòðèâàåìîå êàê îäíîçíà÷íîå,

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî íà Bt−1; îáîçíà÷àÿ ÷åðåç ω
Bt−1

Kt
(·) � ìîäóëü

íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ x̄t−1 7→ Kt(x̄t−1), èìååì ω
Bt−1

Kt
(δ) → 0

ïðè δ → 0.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ôóíêöèÿ v∗t (·) ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíà, òàê ÷òî ìîäóëü åå íåïðåðûâíîñòè ωv∗t (δ)→ 0 ïðè δ → 0.

Ïóñòü x̄t−1 ∈ Bt−1, x̄
′
t−1 ∈ Bt−1, ‖x̄t−1 − x̄′t−1‖ ≤ δ. Èìåþò ìåñòî
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íåðàâåíñòâà∣∣ sup
y∈Kt(x̄t−1)

[
v∗t (x̄t−1, xt−1 + y)− hy

]
− sup

y∈Kt(x̄′t−1)

[
v∗t (x̄

′
t−1, x

′
t−1 + y)− hy

]∣∣ ≤
≤
∣∣ sup
y∈Kt(x̄t−1)

[
v∗t (x̄t−1, xt−1 + y)− hy

]
− sup

y∈Kt(x̄′t−1)

[
v∗t (x̄t−1, xt−1 + y)− hy

]∣∣+
+
∣∣ sup
y∈Kt(x̄′t−1)

[
v∗t (x̄t−1, xt−1 + y)− hy

]
− sup

y∈Kt(x̄′t−1)

[
v∗t (x̄

′
t−1, x

′
t−1 + y)− hy

]∣∣.
(3.6)

×òîáû îöåíèòü ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.6),

çàìåòèì, ÷òî ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ε ≥ 0 ôóíêöèè y 7→
v∗t (x̄t−1, xt−1 +y)−hy ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó âåëè÷èíîé ωBtv∗t (ε)+‖h‖ε.
Äàëåå, èñïîëüçóÿ Ëåììó 2.3, ïóíêò 2), ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàå-

ìîå îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé

ωv∗t
(
hρ(Kt(x̄t−1), Kt(x̄

′
t−1))

)
+ ‖h‖hρ(Kt(x̄t−1), Kt(x̄

′
t−1)) ≤

≤ ωBtv∗t

(
ω
Bt−1

Kt
(δ)
)

+ ‖h‖ωBt−1

Kt
(δ).

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.6), ñ èñïîëüçîâà-

íèåì Ëåììû 2.1, îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé

sup
{
|v∗t (x̄t−1, xt−1 + y)− v∗t (x̄′t−1, x

′
t−1 + y)|, y ∈ Kt(x̄

′
t−1)
}
≤ ωBtv∗t (δ).

Òàêèì îáðàçîì,∣∣ sup
y∈Kt(x̄′t−1)

[
v∗t (x̄t−1, xt−1 + y)− hy

]
− sup

y∈Kt(x̄′t−1)

[
v∗t (x̄

′
t−1, x

′
t−1 + y)− hy

]∣∣ ≤
≤
[
ωBtv∗t (ω

Bt−1

Kt
(δ)) + ‖h‖ωBt−1

Kt
(δ)
]

+ ωv∗t (δ)

(3.7)

äëÿ âñåõ x̄t−1, x̄
′
t−1 ∈ Bt−1, òàêèõ ÷òî ‖x̄t−1 − x̄′t−1‖ < δ.

Ïî Ïðåäëîæåíèþ 5.2 èç [3], ôîðìóëà (5.12), â ñëó÷àå, êîãäà ìåò-

ðèêà ρ ïîðîæäåíà íîðìîé íà E, ò.å. ρ(x, y) = ‖x−y‖, äëÿ ðàññòîÿíèÿ
Ïîìïåþ-Õàóñäîðôà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî20

hρ
(

conv(A1), conv(A2)
)
≤ hρ(A1, A2). (3.8)

Ïîýòîìó îòîáðàæåíèåBt−1 3 x̄t−1 7→ K∗t (x̄t−1) = conv(Kt(x̄t−1)) íåïðå-

ðûâíî, è áîëåå òîãî, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî ñ òåì æå ìîäóëåì íåïðå-

ðûâíîñòè, ÷òî è ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå x̄t−1 7→ Kt(x̄t−1). Ñ òåì

20 Çäåñü conv(A) � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà A.
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æå ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè áóäåò íåïðåðûâíà è ôóíêöèÿ Bt 3 x̄t−1 7→
r
(
K∗t (x̄t−1)

)
, â ñèëó Ëåììû 2.4. Ïî Ëåììå 2.5 íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

x̄t−1 7→ r(K∗t (x̄t−1)) äîñòèãàåò ìèíèìóìà äëÿ íåêîòîðîãî x̄∗t−1 ∈ Bt−1

è r(K∗t (x̄∗t−1)) = r∗t > 0, ãäå ôóíêöèÿ r îïðåäåëåíà ïîñðåäñòâîì (2.6).

Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

sup
y∈Kt(x̄t−1)

[
v∗t (x̄t−1, xt−1 + y)− hy

]
≥ max

y∈Kt(x̄t−1)
(−hy) = max

y∈−K∗t (x̄t−1)
hy =

= σ−K∗t (x̄t−1)(h) ≥ σBr∗t (0)(h) = r∗t ‖h‖2,

ãäå ‖·‖2 � åâêëèäîâà íîðìà â Rn. Ïîýòîìó ïðè ‖h‖2 >
C∗t
r∗t

èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

sup
y∈Kt(x̄t−1)

[
v∗t (x̄t−1, xt−1 + y)− hy

]
> C∗t ,

òàê ÷òî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (3.5) íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ äëÿ òàêèõ

h, ò.å.

ρt(x̄t−1) = inf
h∈Rn

sup
y∈Kt(x̄t−1)

[
v∗t (x̄t−1, xt−1 + y)− hy

]
=

= inf
h∈BC/r∗t (0)

sup
y∈Kt(x̄t−1)

[
v∗t (x̄t−1, xt−1 + y)− hy

]
= inf

h∈BC/r∗t (0)
ϕt(x̄

′
t−1, h),

(3.9)

ãäå

ϕt(x̄t−1, h) = sup
y∈Kt(x̄t−1)

[
v∗t (x̄t−1, xt−1 + y)− hy

]
.

Ó÷èòûâàÿ (3.7), íåðàâåíñòâà∣∣ϕt(x̄′t−1, h)− ϕt(x̄t−1, h)
∣∣ ≤ β(δ), (3.10)

ãäå

β(δ) = ωBtv∗t (ω
Bt−1

Kt
(δ)) +

C∗t
r∗t
ω
Bt−1

Kt
(δ) + ω

Bt−1

v∗t
(δ), (3.11)

èìåþò ìåñòî äëÿ ëþáûõ x̄t−1, x̄
′
t−1 ∈ Bt−1, òàêèõ ÷òî ‖x̄t−1− x̄′t−1‖ < δ

è âñåõ h ∈ BC/r∗t
(0). Èç (3.9), (3.10) è (3.11), à òàêæå Ëåììû 2.1

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ∣∣ρt(x̄′t−1)− ρt(x̄t−1)
∣∣ ≤ β(δ) (3.12)
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äëÿ âñåõ x̄t−1, x̄
′
t−1 ∈ Bt−1, òàêèõ ÷òî ‖x̄t−1− x̄′t−1‖ < δ. Ïîñêîëüêó v∗t è

Kt ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû, òî β(δ) → 0 ïðè δ → 0; òàêèì îáðàçîì,

ôóíêöèÿ ρt−1 ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, ñ ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè

ωBt−1
ρt (δ) = β(δ). (3.13)

Ïîñêîëüêó v∗t−1 = gt−1 ∨ ρt, òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäñòâèÿ (2.3)

èç Ëåììû 2.1 èìååì äëÿ δ ≥ 0:

ω
Bt−1

v∗t−1
(δ) ≤ ωBt−1

gt−1
(δ) ∨ ωBt−1

ρt (δ). (3.14)

Íàêîíåö, èç (3.11), (3.13) è (3.14) âûòåêàþò òðåáóåìûå íåðàâåíñòâà

(3.3).

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå RNDAO, ôóíêöèè gt−1 è

Kt(·) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòàìè Lgt è LKt
ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà ôóíêöèè Áåëëìàíà v∗t òàêæå óäîâëåòâîðÿ-

þò óñëîâèÿì Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòàìè Lvt, êîòîðûå ìîãóò áûòü

îïðåäåëåíû èç ñëåäóþùèõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé:

Lv∗N = LgN ,

Lv∗t−1
= Lgt−1 ∨ [Lv∗t (LKt + 1) +

C∗t
r∗t
LKt ], t = N, . . . , 1.

ãäå C∗t =
N

∨
s=t

Ct, Ct = sup
x̄t−1∈Bt

gt(x̄t−1), t = N, . . . , 1, à r∗t îïðåäåëÿåòñÿ

ïîñðåäñòâîì (3.1), t = N, . . . , 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî Lv∗N = LgN î÷åâèäíî. Èñïîëüçóÿ ôîðìó-

ëû (3.1) è (3.3), à òàêæå ëèïøèöåâîñòü gt−1 è Kt(·), ò.å.21

ωgt−1(δ) ≤ Lgtδ,

ωKt−1(δ) ≤ LKt−1δ,

ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

21 Çäåñü êîíñòàíòû Ëèïøèöà ìîæíî ñ÷èòàòü âûáðàííûìè ìèíèìàëüíûìè, ò.å.

Lgt−1
= sup{ωgt−1

(δ)/δ, δ > 0}, LKt−1
= sup{ωKt−1

(δ)/δ, δ > 0}.
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Çàìå÷àíèå 3.1.

1) Äëÿ òîãî, ÷òîáû áûë ïðèìåíèì ïóíêò 2) Çàìå÷àíèÿ 2.1, äî-

ñòàòî÷íî â Òåîðåìå 3.1 ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî Bt, íà êîòîðîì îïðåäå-

ëÿþòñÿ ìîäóëè íåïðåðûâíîñòè, äî âûïóêëîé îáîëî÷êè conv(Bt); äëÿ

íåêîòîðûõ ìîäåëåé Bt ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, t = 0, . . . , N .

Â ÷àñòíîñòè, ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëè ðûí-

êà, îïèñàííîé íèæå.

2) Â óñëîâèÿõ ïóíêòà 2) çàìå÷àíèÿ 2.1 äëÿ ëèïøøèöåâîñòè ôóíê-

öèè f äîñòàòî÷íî (è íåîáõîäèìî), ÷òîáû äëÿ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè

ωEf (δ) = ω(δ) âûïîëíÿëîñü

a = lim sup
δ→0

ω(δ)

δ
<∞,

ïðè÷åì ω(δ) ≤ aδ äëÿ âñåõ δ ∈ [0,∞), ò.å. a � êîíñòàíòà Ëèïøèöà.

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà E, ïîñêîëü-

êó ω(δ) → 0 ïðè δ → 0. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε ∈ (0, 1). Òîãäà

íàéäåòñÿ δ∗ = δ∗(ε) > 0, òàêîå ÷òî ω(δ) ≤ (a + ε)δ ïðè δ ∈ [0, δ∗]. Èç

íåðàâåíñòâà (2.5) ñëåäóåò, ÷òî ïðè x ≥ t > 0

ω(x)

x
≤
(

1 +
t

x

)
ω(t)

t
; (3.15)

âûáèðàÿ â (3.15) x > δ∗ è t < εδ∗ ïîëó÷àåì, ÷òî sup
x>0

ω(x)
x
≤ (a+ε)(1+ε).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε çàêëþ÷àåì, ÷òî a � êîíñòàíòà Ëèïøèöà.

3) Ðåçóëüòàò Òåîðåìû 3.2 ìîæåò áûòü ïîëåçåí, â ÷àñòíîñòè, äëÿ

îöåíêè òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ

äîïîëíèòåëüíîå áîëåå ñèëüíîå, ÷åì íåïðåðûâíîñòü, ñâîéñòâî �ãëàäêî-

ñòè� ôóíêöèé è ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé - ëèïøèöåâîñòü. Îòìå-

òèì, ÷òî ëèïøèöåâîñòü ôóíêöèé ïîòåíöèàëüíûõ âûïëàò � âïîëíå ðå-

àëèñòè÷íîå ïðåäïîëîæåíèå, âûïîëíÿþùååñÿ äëÿ ìíîãèõ âèäîâ îïöè-

îíîâ. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò áèíàðíûå îïöèîíû22. Â ïðèâåäåííîì

íèæå Ïðåäëîæåíèè 3.1 äîêàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâîñòü ìíîãîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìîäåëè.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü, îòíîñÿùóþñÿ ê ìóëüòèïëèêàòèâíî-íåçàâèñèìîìó

òèïó è îäíîðîäíóþ ïî âðåìåíè,23 ãäå ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôàêòîðû

22 Ïî àíãëèéñêè �binary� èëè �digital�.
23 Ýòà òåðìèíîëîãèÿ ââåäåíà â [4].
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Mt, îïðåäåëÿþùèå äèíàìèêó öåí ïîñðåäñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ:

X i
t = M i

tX
i
t−1, Mt = (M1

t , . . . ,M
n
t ) ∈ Ct(·), t = 1, . . . , N, (3.16)

ãäå Ct(·) � íåïóñòîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Rn; íåîïðåäåëåííûå

âåëè÷èíû M i
t íàçîâåì ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ôàêòîðàìè. Äëÿ Mt =

(M1, . . . ,Mn) ∈ Rn îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ(M) äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó âè-

äà

Λ(M)ij =

{
Mi, åñëè i = j;

0, åñëè i 6= j,

òîãäà (3.16) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:

Xt = Λ(Mt)Xt−1. (3.17)

Î÷åâèäíî, ïðèðàùåíèÿ öåí Yt = ∆Xt ñâÿçàíû ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì

ïðåäñòàâëåíèåì ñîîòíîøåíèÿìè

Yt = [Λ(Mt)− I]Xt−1, t = 1 . . . , N,

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà;

Kt(x0, . . . , xt−1) = {y ∈ Rn : y = [Λ(m)−I]xt−1, m ∈ Ct(x0, . . . , xt−1)}.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü Ct(·) ≡ Č, ãäå Č � íåïóñòîå êîìïàêò-

íîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Òîãäà ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå,

ïðèíèìàþùåå êîìïàêòûå âûïóêëûå çíà÷åíèÿ

x = (x1, , . . . , xn) 7→ K(x) =

= {y = (y1, . . . , yn) : yi = (M i − 1)xi, i = 1, . . . , n,M = (M1, . . . ,Mn) ∈ Č}

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Ïîìïåþ-

Õàóñäîðôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, îáîçíà÷èì Li = M i − 1; òîãäà, ñ

ó÷åòîì (3.17), y ∈ K(x) ðàâíîñèëüíî yi = Lixi, i = 1, . . . , n, ãäå

L ∈ C ′ = Č − e, e = (1, . . . , 1). Îïîðíàÿ ôóíêöèÿ

σK(x)(z) = sup
y∈K(x)

n∑
i=1

ziyi = sup
L∈C′

n∑
i=1

ziLixi = σC′((z
1x1, . . . , znxn)) = σC′(Λ(z)x),

(3.18)
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ãäå Λ(z) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà:

Λ(z)ij =

{
zi, åñëè i = j;

0, åñëè i 6= j.

Ïóñòü ρ � åâêëèäîâà ìåòðèêà íà Rn, ò.å. ρ(a, b) = ‖a−b‖2 =

√
n∑
i=1

(ai − bi)2;

òîãäà îòâå÷àþùàÿ ρ ìåòðèêà Ïîìïåþ-Õàóñäîðôà hρ íà ïðîñòðàíñòâå

âûïóêëûõ êîìïàêòîâ ïðåäñòàâèìà â âèäå

hρ(A,B) = max
z:‖z‖2=1

|σA(z)− σB(z)|, (3.19)

ñì., íàïðèìåð, [3], Ïðåäëîæåíèå 9.12. Ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì (3.18) è

(3.19),

hρ(K(x), K(x′)) = max
z:‖z‖2=1

|σK(x)(z)− σK(x′)(z)| = max
z:‖z‖2=1

|σC′(Λ(z)x)− σC′(Λ(z)x′)| ≤

≤ ‖C ′‖2 sup
z:‖z‖2=1

‖Λ(z)‖2 ‖x− x′‖2,

ãäå
‖C ′‖2 = sup

a∈C′
‖a‖2 <∞,

‖Λ(z)‖2 = max
x:‖x‖2=1

‖Λ(z)x‖ =
n

∨
i=1
|zi| = ‖z‖∞.

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ σA ÿâëÿåò-

ñÿ ëèïøèöåâîé ñ êîíñòàíòîé ‖A‖2, ñì. [3], Ïðåäëîæåíèå 9.10. Òàêèì

îáðàçîì, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ íîðì ‖z‖∞ ≤ ‖z‖2 ≤ ‖z‖1, ïîëó÷àåì

hρ(K(x), K(x′)) ≤ ‖C ′‖2‖x− x′‖,

ò.å. ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå x 7→ K(x) ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì ñ

êîíñòàíòîé Ëèïøèöà LKt = ‖C ′‖2.
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