Решение дискретных задач управления методом динамического программирования
Задачи динамического программирования (ДП) предполагают многоэтапную или многошаговую процедуру решения. При этом на каждом из этапов (шагов) определяется решение некоторой частной задачи. Задачу ДП удобно представить в виде следующей схемы:
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При помощи управляющих воздействий 
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 объект необходимо перевести за 
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 шагов из заданного начального состояния 
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 в заданное конечное состояние 
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. На i-м шаге под действием управления 
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 объект переходит из состояния 
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. Эффективность управления на каждом шаге оценивается функцией потерь 
[image: image9.wmf]i

r

. Тогда функция цели для всей задачи равна:
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В дальнейшем для определенности будем рассматривать задачу на поиск максимума 
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. Обозначим: 
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 - максимальное значение целевой функции 
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 при переходе системы из состояния 
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 в 
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. Тогда:
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В основе метода решения задачи ДП лежит принцип оптимальности Р.Беллмана, который формулируется так: независимо от того, каким образом система попала в данное состояние, управление на данном шаге выбирается так, чтобы суммарный выигрыш на данном шаге плюс оптимальный выигрыш на всех последующих шагах был бы максимальным. Этот принцип выражается рекуррентным соотношением Р.Беллмана:
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С помощью последнего соотношения задача ДП решается, начиная с последнего шага. Положим 
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Здесь 
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. Тогда для всех возможных состояний 
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 и соответствующие 
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, которые называются условно-оптимальными управлениями. Для предпоследнего шага:
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Определяются 
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 для всех возможных состояний 
[image: image27.wmf]2

-

n

x

 с учетом найденных ранее 
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. Этот процесс продолжается до начального состояния 
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, которое известно (задано), т.е.:
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Таким образом, определяется максимум целевой функции 
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 и оптимальное управление 
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Задание. К началу текущего семилетнего периода на предприятии установлено новое оборудование. Зависимость производительности этого оборудования от времени его использования предприятием, а также затрат на содержание и ремонт оборудования при различном времени его использования приведены в таблице. Зная, что затраты, связанные с приобретением и установкой нового оборудования составляют 40 тыс. $, а заменяемое оборудование списывается, составить такой план замены оборудования на семилетний период, чтобы общая прибыль за этот период была максимальной.
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	Годовой выпуск продукции в стоимостном выражении, тыс. $, 
[image: image34.wmf])

(

t

K


	100
	9m
	89
	8n
	78
	7m
	70

	Ежегодные затраты на содержание и ремонт оборудования, тыс. $, 
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n = 8 – последняя цифра номера зачетной книжки студента;

m = 5 – предпоследняя цифра номера зачетной книжки студента.

Полученный вариант имеет вид:
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	Ежегодные затраты на содержание и ремонт оборудования, тыс. $, 
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Рассмотрим задачу с позиций ДП. В качестве системы выступает оборудование. Его состояние определяется временем его использования 
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В качестве управлений в начале каждого года семилетки выступают решения о замене 
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Обозначим: 
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 - максимальная прибыль, получаемая предприятием, начиная с k-го года до конца семилетки при условии, что возраст оборудования на начало k-го года 
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Тогда уравнение Беллмана имеет вид:
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1. К началу 7-го года возраст оборудования может составлять 1, 2, 3, 4, 5 и 6 лет. Найдем условно-оптимальные управления для последнего шага:
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2. Найдем условно-оптимальные управления для начала 6-го года:
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Равенство чисел в фигурных скобках для 
[image: image56.wmf]3

6

()

F

t

 означает, что задача может содержать не единственное оптимальное решение. Для этого состояния имеется два условно-оптимальных управления.

3. Найдем условно-оптимальные управления для начала 5-го года:


[image: image57.wmf](

)

2

6

1

512

1

6

4516()

29114

()maxmax143;

40103

1002040()

F

FUUUU

F

t

t

t

ìü

-+

+

ìü

ïï

=====

íýíý

+

--+

îþ

ïï

îþ



[image: image58.wmf]3

6

2

51

1

6

8915()

7480

()maxmax154;

40103

1002040()

F

FUU

F

t

t

t

ìü

-+

+

ìü

ïï

====

íýíý

+

--+

îþ

ïï

îþ



[image: image59.wmf]4

6

3

52

1

6

6430()

3486

()maxmax143;

40103

1002040()

F

FUU

F

t

t

t

ìü

-+

+

ìü

ïï

====

íýíý

+

--+

îþ

ïï

îþ



[image: image60.wmf]5

6

4

52

1

6

7832()

4680

()maxmax143;

40103

1002040()

F

FUU

F

t

t

t

ìü

-+

+

ìü

ïï

====

íýíý

+

--+

îþ

ïï

îþ


4. Условно-оптимальное управление для начала 4-го года:
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5. Найдем условно-оптимальные управления для начала 3-го года:
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6. Условно-оптимальное управление для начала 2-го года:
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5. Оптимальное управление на начало 1-го года:
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Оптимальный план замены оборудования содержит два решения соответствующим двум условно-оптимальным управлениям на начало 3-го года:
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	Оптимальное решение
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	Оптимальное решение
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Любая из этих стратегий обеспечивает максимальную прибыль за семилетний период – 326 тыс. $.
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