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Пункти
поста-
чання

Пункти
призна-
чення

𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 Запаси

𝐴1
3 1

53
3 4 3

12
65

𝐴2
2

27
3 1

21
2

20
3

68

𝐴3
3 5 2 2

22
4

18
40

Потреби 27 53 21 42 30 Σ = 173

I Спочатку серед клiтинок iз найменшою собiвартiстю перевезень (клiтинки
(1;2), (2;3)) заповнюємо довiльну, наприклад, спочатку (1;2), а потiм — (2;3). На-
ступна мiнiмальна вартiсть перевезень є у клiтинках (2;1), (2;4), (3;3), (3;4), але
заповнити можна тiльки (2;1), (2;4), (3;4), оскiльки потреби споживача 𝐵3 задо-
воленi повнiстю. Заповнювати клiтинки (2;1), (2;4) потрiбно, врахо-вуючи запаси
постачальника 𝐴2 , а клiтинку (3;4) — потреби споживача 𝐵4 . Поточна мiнiмальна
вартiсть 3 од. знаходиться у клiтинках (1;1), (1;3), (1;5), (2;2), (2;5), (3;1), а запов-
нити можемо лише клiтинку (1;5) (65-53=12). Далi заповнюємо клiтинку (3;5) iз
собiвартiстю 4 одиницi (30-12=18). Отже, опорний план має вигляд

𝑋0 =

⎛⎝ 0 53 0 0 12
27 0 21 20 0
0 0 0 22 18

⎞⎠ .

,
𝑚 + 𝑛− 1 = 3 + 5 − 1 = 7,

𝐿0 = 1 · 53 + 3 · 12 + 2 · 27 + 1 · 21 + 2 · 20 + 2 · 22 + 4 · 18 = 320од. J

3. Метод апроксимацiї Фоґеля
При визначеннi опорного плану транспортної задачi методом апроксимацiї

Фоґеля на кожнiй iтерацiї у всiх стовпцях i всiх рядках знаходять рiзницю мiж
двома записаними в них мiнiмальними вартостями перевезень. Цi значення запи-
сують у спецiально видiленi для цього рядки i стовпцi в таблицi умов задачi. Серед
знайдених рiзниць вибирають мiнiмальну. У рядку (стовпцi), якому вiдповiдає ця
рiзниця, знаходять найменшу вартiсть перевезення i цю клiтинку заповнюють на
данiй iтерацiї.

Якщо мiнiмальна вартiсть перевезень є однаковою для декiлькох клiтин да-
ного рядка (стовпця), то заповнювати таблицю починають з тiєї клiтинки, яка
розмiщена у стовпцi (рядку), що вiдповiдає найбiльшiй рiзницi мiж двома най-
меншими вартостями, якi є в даному стовпцi (рядку).

4. Метод подвiйної переваги
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Якщо таблиця вартостей має значнi розмiри, то перебiр всiх елементiв таблицi
є громiздким. У цьому випадку зручно застосовувати метод подвiйної переваги. У
кожному стовпцi вiдзначаємо знаком (v) клiтинку з найменшою вартiстю. Якщо
таких клiтинок у стовпцi декiлька, знак (v) ставлять у кожнiй з них. Те саме роби-
мо у кожному рядку. В результатi деякi клiтинки будуть мати подвiйну позначку
(vv). Це вказує на те, що в таких клiтинках є мiнiмальна вартiсть як по рядку, так
i по стовпцю. Записуємо в такi клiтинки максимально можливi об’єми перевезень,
виключаючи кожен раз iз розгляду вiдповiднi рядки чи стовпцi. Далi розподi-
ляємо перевезення по клiтинках, помiченими одним знаком (v). У незаповненiй
частинi таблицi розмiщуємо перевезення за найменшою вартiстю.

§3.3. Критерiй оптимальностi опорного плану. Метод потенцiалiв
розв’язування транспортної задачi

Один iз методiв розв’язування транспортної задачi базується на аналiзi
двоїстої задачi. Розглянемо транспортну задачу (3.1)-(3.4)

𝐿* =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 → 𝑚𝑖𝑛;

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑗 = 𝑎𝑖 (𝑖 = 1,𝑚),

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑗 = 𝑏𝑗 (𝑗 = 1, 𝑛),

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0 (𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛)

як двоїсту до деякої задачi лiнiйного програмування. Якщо кожному обмеженню
(3.2) вiдповiдає змiнна 𝑢𝑖 (𝑖 = 1,𝑚) , а кожному обмеженню (3.3) — змiнна 𝑣𝑗 (𝑗 =
1, 𝑛) , то пряма задача має вигляд:

𝐿 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢𝑖 +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗𝑣𝑗 → 𝑚𝑎𝑥;

𝑢𝑗 + 𝑣𝑗 ≤ 𝑐𝑖𝑗 (𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛).

Оскiльки всi обмеження транспортної задачi є рiвняннями, то така пара двоїстих
задач є несиметричною i на знак змiнних 𝑢𝑖 (𝑖 = 1,𝑚) та 𝑣𝑗 (𝑗 = 1, 𝑛) жодних умов
не накладається.

За першою теоремою двоїстостi, якщо 𝑋опт = ||𝑥*𝑖𝑗|| є оптимальним планом
двоїстої задачi, то 𝑌опт = (𝑢*1, ..., 𝑢

*
𝑚, 𝑣

*
1, ..., 𝑣

*
𝑛) є оптимальним планом прямої зада-

чi i 𝐿𝑚𝑎𝑥 = 𝐿*
𝑚𝑖𝑛 або

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢
*
𝑖 +

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑏𝑗𝑣
*
𝑗 =

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑥
*
𝑖𝑗 , де 𝑥

*
𝑖𝑗 ≥ 0 (𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛).

За другою теоремою двоїстостi для того, щоб плани спряжених задач були оп-
тимальними, необхiдно i достатньо, щоб виконувалися умови доповнюючої не-
жорсткостi:
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1) (𝑢*𝑖 + 𝑣*𝑗 − 𝑐𝑖𝑗)𝑥
*
𝑖𝑗 = 0 (𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛),

2)

(︃
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑥*𝑖𝑗 − 𝑎𝑖

)︃
𝑢*𝑖 = 0 (𝑖 = 1,𝑚),(︂

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑥*𝑖𝑗 − 𝑏𝑗

)︂
𝑣*𝑗 = 0 (𝑗 = 1, 𝑛). Умови 2 виконуються автоматично, оскiльки

всi обмеження транспортної задачi є рiвняннями, а умова 1 виконується у таких
випадках:

a) якщо 𝑥𝑖𝑗 = 0, то 𝑢*𝑖 + 𝑣*𝑗 ≤ 𝑐𝑖𝑗 (𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛);

б) якщо 𝑥𝑖𝑗 ̸= 0, то 𝑢*𝑖 + 𝑣*𝑗 = 𝑐𝑖𝑗 (𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛).
Наслiдком другої теореми двоїстостi для транспортної задачi є теорема.

Теорема. Для того щоб деякий план 𝑋 = ||𝑥𝑖𝑗||𝑚,𝑛 транспортної задачi
був опти-мальним, необхiдно, щоб йому вiдповiдала система з 𝑚 + 𝑛 чисел
𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢𝑚, 𝑣1, 𝑣2, ..., 𝑣𝑛 , для якої виконуються умови

𝑢𝑖 + 𝑣𝑗 ≤ 𝑐𝑖𝑗 (𝑖 = 1,𝑚, 𝑗 = 1, 𝑛), (1)

𝑢𝑖 + 𝑣𝑗 = 𝑐𝑖𝑗для тих пар iндексiв, для яких𝑥𝑖𝑗 > 0. (2)

Отже, обмеження прямої задачi, якi вiдповiдають додатним компонентам оп-
тимального плану двоїстої задачi, задовольняються як рiвностi, а тi, що вiдповi-
дають компонентам, рiвним нулю, — як нерiвностi.

Умови (1)-(2) називають умовами потенцiальностi системи чисел 𝑢𝑖 (𝑖 =
1,𝑚), 𝑣𝑗 (𝑗 = 1, 𝑛),, а самi числа — потенцiалами вiдповiдних пунктiв постачання
𝐴𝑖 i призначення 𝐵𝑗 . Зауважимо, що умова (1) виконується для всiх вiльних
клiтинок, а (2) — для базових.

Метод розв’язування транспортної задачi, пов’язаний з побудовою системи по-
тенцiалiв 𝑢𝑖, 𝑣𝑗 , називається методом потенцiалiв.

Алгоритм методу потенцiалiв для невиродженого опорного плану

1) Знаходимо початковий опорний план транспортної задачi.

2) Для побудованого плану встановлюємо такi числа 𝑢𝑖 , 𝑣𝑗 , щоб 𝑢𝑖 + 𝑣𝑗 = 𝑐𝑖𝑗
для тих пар iндексiв, якi вiдповiдають базисним клiтинкам. Цi рiвняння
утворюють сумiсну систему 𝑛+𝑚−1 рiвнянь з 𝑛+𝑚 невiдомими. Прийнявши
одне з невiдомих за нуль, решту можемо легко знайти .

3) Для небазисних (вiльних) клiтин обчислюємо значення

∆𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗 − (𝑢𝑖 + 𝑣𝑗). (3)

Якщо всi значення ∆𝑖𝑗 ≥ 0 , то, вiдповiдно до критерiю оптимальностi,
побудований план є оптимальним.
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4) Якщо серед чисел ∆𝑖𝑗 є вiд’ємнi, то переходимо до нового опорного плану,
значення лiнiйної функцiї для якого є меншим. Знову виконуємо пункти 2,
3, 4 доки не отримаємо оптимальний план.

Перехiд до покращеного плану задачi (перерозподiл перевезень)
Серед вiльних клiтин попереднього плану вибираємо ту, яка має найменшу

вiд’ємну характеристику ∆𝑖𝑗 . Нехай 𝑚𝑖𝑛
𝑖,𝑗

= ∆𝑘𝑙. Якщо мiнiмум досягається для

декiлькох пар iндексiв (𝑖; 𝑗) , то вибираємо ту пару, якiй вiдповiдає найменша
вартiсть перевезень. Цю клiтинку вводимо в базис i саме з неї почи-наємо побу-
дову так званого циклу перерахунку (перерахунок поставок). Означення 1.

Циклом називається ламана лiнiя, вершинами якої є базиснi клiтинки, а ланками
є перпендикулярнi вiдрiзки, що виходять iз вершин пiд прямим кутом (одна по
горизонталi, а друга по вертикалi).

Якщо ланки ламаної, яка утворює цикл, перетинаються, то точка самопе-
ретину не є вершиною.Означення 2. Цикл, одна вершина якого лежить у вiльнiй
клiтинцi, а всi iншi — у базових, називають циклом перерахунку.

Починаючи iз клiтинки (𝑘; 𝑙) , вершини циклу перерахунку (а разом з ним i
клiтини) почергово позначають знаками ”+” i ”-”. Серед клiтин iз знаком ”-” виби-
раємо ту, величина перевезень 𝑥𝑖𝑗 в якiй найменша. Нехай ця клiтинка має iндекси
(𝑠; 𝑡) i їй вiдповiдає величина перевезень 𝑥𝑠𝑡 = 𝜃 . Якщо для клiтин iз знаком ”-”
мiнiмум 𝑥𝑖𝑗 досягається для декiлькох пар iндексiв, то вибираємо ту клiтинку,
якiй вiдповiдає максимальна вартiсть перевезень 𝑐𝑖𝑗 . Клiтинку з iндексами (𝑠; 𝑡)
виводимо з базису. Компоненти нового опорного плану визначаємо за формулами:

𝑥′𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩ 𝑥𝑖𝑗 − 𝜃 для клiтинок iз знаком ”-”;
𝑥𝑖𝑗 + 𝜃 для клiтинок iз знаком ”+”;
𝑥𝑖𝑗 для клiтинок, якi не мiстять вершин циклу

Приклад 1. Розглянемо приклад з §3.2. Нехай початковий опорний план знай-
дено методом мiнiмального елемента. Застосуємо до цiєї задачi метод потенцiалiв.

I Побудуємо для базових клiтинок систему рiвнянь (3.7):

(1; 2) :
(1; 5) :
(2; 1) :
(2; 3) :
(2; 4) :
(3; 4) :
(3; 5) :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢1 + 𝑣2 = 1,
𝑢1 + 𝑣5 = 3,
𝑢2 + 𝑣1 = 2,
𝑢2 + 𝑣2 = 1,
𝑢2 + 𝑣2 = 2,
𝑢3 + 𝑣2 = 2,
𝑢3 + 𝑣2 = 4.

Ця система складається з 7 рiвнянь (𝑚 + 𝑛 − 1 = 3 + 5 − 1 = 7), а невiдомих
є 8. Покладемо 𝑢1 = 0 . Тодi 𝑢2 = 1, 𝑢3 = 1, 𝑣1 = 1, 𝑣3 = 0, 𝑣4 = 1, 𝑣5 = 3 .
Для того щоб опорний план був оптимальним, необхiдно, щоб коефiцiєнти ∆𝑖𝑗 =
𝑐𝑖𝑗 − (𝑢𝑖 + 𝑣𝑗) ≥ 0 для вiльних клiтинок. Знайдемо значення величин ∆𝑖𝑗 ∆11 =
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𝑐11 − (𝑢1 + 𝑣1) = 3 − (0 + 1) = 2, ∆13 = 3, ∆14 = 3, ∆22 = 1, ∆25 = −1, ∆31 =
1, ∆32 = 3, ∆33 = 1 i запишемо їх у таблицю, позначаючи рамками.

HH
HHH

HHH
HHH

HHH

Пункти
поста-
чання

Пункти
призна-
чення

𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 Запаси 𝑢𝑖

𝐴1
3

2
1

53
3

3
4

3
3

12
65 0

𝐴2
2

27
3

1
1

21
2 -

20
3 +

-1
68 1

𝐴3
3

1
5

3
2

1
2 +

22
4 -

18
40 1

Потреби 27 53 21 42 30 173
𝑣𝑗 1 1 0 1 3

Перевiримо правильнiсть побудованої системи. Для цього обчислюємо значен-
ня 𝑢𝑖 + 𝑣𝑗 для всiх базисних (зайнятих) клiтинок. Якщо цi величини дорiвнюють
вiдповiдним значенням собiвартостi перевезень 𝑐𝑖𝑗 , то система побудована пра-
вильно; у протилежному випадку її треба або побудувати заново, або внести в неї
змiни так, щоб виконувалась умова (2).

Оскiльки ∆25 < 0 , то опорний план не є оптимальним. А тому необхiдно
зробити перерозподiл перевезень. Будуємо цикл перерахунку (1), починаючи з
клiтинки (2;5), де значення є вiд’ємним. Очевидно, що перевезення у клiтинцi
(2;5) можна лише збiльшити, тому вибираємо знак ”+”. У вершинах iз знаком
”-” вибираємо найменше базове значення: 𝑚𝑖𝑛(20, 18) = 18 . Отже, 𝜃 = 18 . У
додатних вершинах циклу додаємо число 18, а у вiд’ємних — вiднiмаємо. Результат
обчислень зображено на 2.

Рис. 1 Рис. 2

У результатi перерозподiлу 𝜃 отримано новий невироджений опорний план,
який має вигляд:

Перевiримо отриманий план на оптимальнiсть. Для цього знову знайдемо по-
тенцiали 𝑢𝑖 та 𝑣𝑗 , записавши систему рiвнянь (2) для базових клiтин:
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HH
HHH

HHH
HHH

HHH
HH

Пункти
поста-
чання

Пункти
призна-
чення

𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 𝑢𝑖

𝐴1
3 1

53
3 4 3

12
0

𝐴2
2

27
3 1

21
2

2
3

18
0

𝐴3
3 5 2 2

40
4

0

𝑣𝑗 2 1 1 2 3

(1; 2) :
(1; 5) :
(2; 1) :
(2; 3) :
(2; 4) :
(2; 5) :
(3; 4) :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢1 + 𝑣2 = 1,
𝑢1 + 𝑣5 = 3,
𝑢2 + 𝑣1 = 2,
𝑢2 + 𝑣3 = 1,
𝑢2 + 𝑣4 = 2,
𝑢3 + 𝑣5 = 3,
𝑢3 + 𝑣4 = 2.
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