2. Уточнення поняття алгоритму за допомогою машини Тьюрінга і алгоритмів Маркова

В історії математики назбиралось багато випадків довгих і часто безрезультативних пошуків тих чи інших алгоритмів. При цьому зазвичай виникали сумніви в існуванні алгоритма.
У підходах до визначення поняття алгоритма можна виділити два основних напрямки. 
Перший напрямок пов’язаний з машинною математикою. Тут сутнІсть поняття алгоритма описується шляхом розгляду процесів, здійснюваних у машині. Вперше це було зроблено Тьюрінгом, який запропонував найзагальнішу і разом з тим - найпростішу концепцію обчислювальної машини. Її опис був наданий Тьюрингом у 1936 році. При цьому Тьюрінг керувався загальною ідеєю роботи машини як роботи обчислювача, що керується деяким чітким правилом.  
Другий напрямок пов’язаний з поняттям нормальних алгоритмів, яке було введено і розроблено російським математиком А.А.Марковим. В рамках цього напрямку алгоритм розглядається як кінцевий набір правил підстановок ланцюгів символів. 

























2.1. Кодування алгоритмів Тьюрінга і Маркова
 
2.1.1. Машина Тьюрінга
 
Тьюрінг запропонував формальну модель пристрою, яка інтуїтивно моделює дії людини, що вирішує задачу, керуючись деяким алгоритмом. Цей пристрій було названо  машиною Тьюрінга.  
Розглянемо один з варіантів машини Тьюрінга. 
Вищезгаданий пристрій включає в себе:
1. Зовнішній алфавіт - кінцева множина символів А = {а0, а1, а2,…, аn}. В цьому алфавіті у вигляді слова кодується та інформація, що подається у машину. Машина обробляє інформацію, подану у вигляді слова, в нове слово. 
2. Внутрішній алфавіт машини, що складається з символів q0, q1, q2, …, qm, →  , ← , н. Символи q0, q1, q2, …, qm визначають кінцеву кількість станів машини. Для будь-якої машини кількість станів фіксовано. Два стани мають особливе значення: q1 - початковий стан машини, q0 - кінцевий стан (стоп-стан). Символи →  , ← , н - це символи зсуву (вправо, вліво, на місці)
3. Безмежна в обидві сторони стрічка (зовнішня пам'ять машини). Вона розподілена на комірки. У кожну комірку може бути записана тільки одна буква. Порожню комірку будемо позначати символом а0.
4. Керуюча голівка (КГ). Вона рухається вздовж стрічки и може зупинитись навпроти будь-якої комірки, тобто сприймати символ або друкувати символ. В одному такті роботи машини керуюча голівка може рухатись на одну клітину (вправо/вліво) або залишатись на місці. 
Кожне значення, що зберігається на стрічці, зображається кінцевим набором символів (букв) зовнішнього алфавіту, відмінного від а0. До початку роботи машини на стрічку подається початкова інформація. В цьому випадку керуюча голівка, зазвичай, знаходиться у першого зліва знака з зазначенням початкового стану  q1 (початкова конфігурація).
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Робота машини складається з тактів, у ході яких відбувається перетворення початкової інформації у проміжні інформації. 
В якості початкової інформації на стрічку можна подати будь-яку кінцеву систему знаків зовнішнього алфавіту (будь-яке слово в цьому алфавіті), розставлену довільним чином по коміркам. Але в залежності від того яка початкова інформація була подана, можливі два випадки:
1 – після кінцевої кількості тактів машина зупиняється (переходить в стоп-стан q0), і при цьому на стрічці зображується інформація В. В цьому випадку кажуть, що машина може застосовуватись до початкової інформації А і перероблює її в результативну інформацію В.
2 – машина  ніколи не зупиняється (не переходить в стоп-стан). В такому випадку кажуть, що машина не може бути застосована до початкової інформації А. 
Машина в кожному такті роботи діє по функціональній схемі, яка має вид:
aiqj  av{, , н}qs,
де  ai, av – букви зовнішнього алфавіту; qj, qs – стан машини, , , н – символи зсуву. 
В залежності від того, яка буква на стрічці оглядається керуючою голівкою (в нашому записі ai) і в якому стані (в нашому записі qj) знаходиться машина, на даному такті виконується команда, що складається з трьох елементів
1) Буква зовнішнього алфавіту, на яку заміниться виконуюча буква (av)
2) Адреса зовнішньої пам’яті для наступного такту {, , н} 
3) Наступний стан машини (qs).
Сукупність всіх команд утворює програму машини Тьюрінга. Програма представляється у вигляді двомірної таблиці і називається Тьюрінговою функціональною схемою.
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2.1.2. Нормальні алгоритми Маркова
Основна операція при роботі алгоритмів Маркова – це обробка слів в деякому алфавіті А. Алфавіт – будь-яка непорожня кінцева множина символів, а самі символи – букви. Словом в алфавіті А називається будь-яка кінцева послідовність букв даного алфавіту.
Ця обробка полягає у виконанні деякої кількості замін певних послідовностей символів. Ці заміни виконуються у чітко визначеному порядку, а саме: після кожної заміни алгоритм читається з самого початку, а слово аналізується з найпершого символу. На відміну від машин Тьюрінга, алгоритми Маркова виконуються без якого-небудь пристрою, що рухається та має внутрішню пам'ять. 
Алгоритм представляє собою сукупність рядків конкретного вигляду, при чому порядок рядків має найважливіше значення. Формат рядка наступний:
{ai}  {bj} [•], 
де {ai} – послідовність символів, що шукається у слові 
 –  знак переходу до операції запису 
{bj} – послідовність символів, що записується замість знайденого символу
 [•] – знак примусового закінчення алгоритму (необов’язковий параметр).
Закінчення роботи алгоритму відбувається в той момент, коли виконується рядок, що складається зі знаку примусової зупинки, або тоді, коли жодний рядок не може бути виконаний хоча б один раз (у слові немає жодної з шуканих послідовностей символів).













2.2. Проблема застосовності алгоритмів
Існують як самозастосовані, так і несамозастосовані алгоритми. Прикладом само застосованого алгоритму є так званий тотожний алгоритм у будь-якому алфавіті А, що містить дві або більше двох букв. Цей алгоритм застосовний до будь-якого слова р в алфавіті А і переробляє будь-яке вхідне слово в себе. 
Прикладом несамозастосовного алгоритму є так званий нульовий алгоритм у будь-якому скінченному алфавіті В. Цей алгоритм задається схемою, що містить єдину підстановку –y (де у – будь-яка буква алфавіту В). По своєму визначенню він не застосовний ні до якого вхідного слова, а виходить, і до свого зображення. 
Проблема розпізнавання само застосовності алгоритмів полягає в тому, щоб знайти єдиний конструктивний прийом, що дозволяє за скінченне число кроків за схемою будь-якого даного алгоритму довідатися – є алгоритм самозастосовним або несамозастосовним.
Теорема. Проблема розпізнавання самозастосовності алгоритмічно не  піддається рішенню. 
Доведення. Припустимо, навпаки, що така машина М існує. Тоді в М будь-який самозастосовний шифр перетвоюється в який-небудь символ µ (має сенс стверджувальної відповіді на поставлене питання про самозастосовність), а будь-який несамозастосовний шифр – в інший символ α (має сенс негативної відповіді на поставлене питання). В такому випадку можна б було побудувати таку ж машину N, яка так само обробляє несамозастосовні шифри в α, в той самий час, коли до само застосовним шифрам N вже не може бути застосована. Цього можна було б досягти шляхом такої зміни схеми машини М, щоб після появи символу µ замість сигналу про зупинку машина почала необмежено повторювати цей самий символ. 
Тобто, N може бути застосована до будь-якого несамозастосовного шифру (видаючи при цьому символ α) і незастосовна до самозастосовних шифрам. Однак, це призводить до противоріччя. Дійсно,
1) нехай машина N самозастосовна, тоді вона може бути застосована до свого шифру  і обробляє його в символ α; проте поява цього символу як раз і повинно означати, що N несамозастовна;
2) нехай N несамозастосовна, тоді вона може бути застосовна до , що повинно означати як раз те, що N () самозастосовна. 
Отримане противоріччя доводить теорему. 
Приклад 1. Визначити область застосування наступного НАМ відносно алфавіту {a,b}:
 
Розв’язок . Формула (1) може бути застосована до будь-якого вхідного слова, в якому є хоча б один символ b, причому вона не змінює слово. Тому на таких словах заданий НАМ зациклюється. Якщо ж у вхідному слові немає символів b, але є хоча б один символ a, тоді формула (1) не буде працювати, а виконається заключна формула (2), яка зупинить алгоритм. Таким чином, НАМ зупиняється на словах, які складаються тільки із символів a. Щодо відносно пустого вхідного слова, то в цьому випадку обидві формули не мають місця, тому що НАМ відразу зупиниться. 
Отже, область застосування вказаного НАМ – всі слова вигляду 

Приклад 2. Побудувати НАМ, який можна застосувати до всіх слів в алфавіті {a,b, c}, окрім двох слів – abc та baac.  
Розв’язок. З умови задачі випливає, що НАМ повинен зациклюватись на двох вказаних словах. Проте це не означає, що задачу вирішує наступний НАМ: 
Діло в тому, що даний алгоритм зациклюється не тільки на цих двох словах, але й на будь-яких інших, куди вони входять як частина слова, наприклад, на слові ccabcbb. 
Тому треба якось відрізняти випадок, коли кожне із вказаних слів повністю складає вхідне слово, від випадку всіх останніх слів. Зазвичай у такій ситуації роблять наступне: початок і кінець вхідного слова P помічають якимись спеціальними знаками (наприклад, * P#), а потім використовують формули, у лівій частині яких вказують необхідні слова и ці спеціальні знаки (*abc# та *baac#). Такі формули будуть застосовуватись тільки до необхідних вхідним словам.
У нашому прикладі ці формули повинні зациклювати алгоритм, а для запинки цього на інших словах можна використовувати, наприклад, формулу *. Тому отримаємо:

Приклад 3 (самозастосовність). Побудувати НАМ, який несамозастосовний, але застосовний до будь-якого слова в алфавіті {a,b}. 
Розв’язок. Оскільки шуканий НАМ застосовний до всіх слів, що складаються із символів a та b, то зациклюватись він може тільки на словах, що складаються якийсь додатковий символ, наприклад, - *. Таким чином, щоб НАМ виявився несамозастосовним (зациклювався на своєму записі), символ * повинен входити у запим алгоритму (до одної з його формул) і на цьому символі НАМ повинен зациклюватись. Можна вигадати багато таких алгоритмів, але найпростіший з них полягає у наступному: 
{* -> *

Приклад 4. Еквівалентність алгоритмів
Визначити чи еквівалентні наступні пари НАМ відносно алфавіту {a,b}:
1)               
2)               
3)               
Розв’язок. Під час перевірки алгоритмів на еквівалентність треба передусім встановити – чи співпадають області їх застосовності. 
У випадку алгоритмів та , які перше входження символу a замінюють на b, ця умова не виконується:  може бути застосований до всіх слів, що складаються із символів a та , а  зациклюється на словах, які не містять a. Отже, алгоритми та не еквівалентні. 
Якщо ж області застосовності співпадають, тоді треба показати, що на одних і тих самих словах з даної області ці алгоритми дають однакові результати. 
У парі алгоритмів та  одна і та ж сама області застосовності – вона складається з одного порожнього слова. На не порожніх словах ці алгоритми зациклюються, причому зациклюються по-різному:  постійно змінює a на b та b на a, тоді коли  весь час додає новий символ a або b. Проте така відмінна поведінка під час зациклюванні не грає ніякої ролі при визначеності еквівалентності алгоритмів. Важливо лише, щоб у випадку зупинки алгоритми видавали однакові вихідні слова. А для пари та  ця умова виконується: на єдиному слові (порожньому), до якого вони застосовуються, вони видають однакову відповідь – порожнє слово. Отже, алгоритми та  еквівалентні. 
Тепер розглянемо пару алгоритмів та . У них однакова область застосовності – це множина всіх слів в алфавіті {a,b}. Проте друга умова еквівалентності (однакові результати для однакових вхідних даних) не виконується. Щоб довести це, достатньо привести лише одне слово, на якому алгоритми видають різні відповіді. Таким словом може бути, наприклад, слово аааа:


Отже, алгоритми  та  не еквівалентні. 

Приклад 5. Побудова композиції алгоритмів
Побудувати нормальний алгоритм Н, який являється композицією нормальних алгоритмів та  відносно алфавіту {a,b}, тобто Н=:
                                                                  
Розв’язок. Легко побачити, що послідовне виписування формул початкових алгоритмів (в будь-якому порядку:  після ,  після ) не являється представленням їх композиції. 
Для побудови шуканої композиції Н застосуємо до наших алгоритмів та  універсальний спосіб, оснований на методі еквівалентності алгоритмів.
Спочатку перетворимо та  наступним чином. Замітимо, що якщо ц кінці запису будь-якого алгоритму приписати заключну формулу  (з порожніми лівою та правою частинами), то вийде еквівалентний алгоритм, що має таку властивість: на будь-якому вхідному слову, до якого він застосовується, цей алгоритм завершується виконанням заключної формули підстановки. Додамо в кінець наших алгоритмів та  заключну формулу з порожніми лівою та правою частинами:
                                                    
Тепер кожен з цих алгоритмів на будь-якому вхідному слові (у томі числі і порожньому) зупиняється тільки по заключній формулі. 
Композиція перетворених алгоритмів та  здійснюється по нижчевказаному плану, що складається з п’яти пунктів.
1. У композиції першими будемо виконувати формули підстановки з . Далі (замість завершення) перейдемо до виконання формул з . Для  «стикування» послідовної роботи алгоритмів замінимо в  всі заключні формули на звичайні з приписуванням спеціального знаку 1 на початок правої частини кожної такої формули, тобто формули вигляду  замінимо на формули у вигляді  . У нашому прикладі формули з  перетворюються в такі:
 змінений 
Замітимо, що поява одиниці в обробленому слові сигналізує про закінчення  в необхідності переходу до виконання .
2. Перед тим як почати роботу , заблокуємо виконання всіх формул з  (це важливо, оскільки обидва НАМ визначені в одному алфавіті). Для цього перенесемо одиницю вліво, після чого виконаємо процес перекодування символів поточного слова в алфавіт двійників – всі строкові букви замінимо на прописні. (У нашому прикладі алфавіт двійників – це множина {A,B}). Ці дії забезпечуються виконанням наступних формул:
 зміщення одиниці вліво
 початок процесу перекодування
 перекодування в алфавіт двойників

3. Перетворимо тепер алгоритм  . Замінимо в його формулах підстановки всі символи на їх двійників, а заключні формули вигляду  замінимо на звичайні формули вигляду . Таким чином, отримаємо формули:
 алгоритм  в алфавіті двійників з заміненими заключними формулами.
 Тепер в перетворюваному алгоритмі всі формули підстановки вигляду  (з порожньою лівою частиною) замінимо на формули вигляду . Отримаємо:
остаточно змінений 
Замітимо, що поява двійки в обробляючому слові сигналізує про закінчення  і необхідності повернення до початкового алфавіту. 
4. Перетягнемо двійку вліво від одиниці, після чого виконаємо процес перекодування символів-двійників знову в початкові (у нашому випадку всі прописні букви A та B замінюються на строкові). Для цього знадобляться формули:
 зміщення двійки вліво
 початок зворотного перекодування
 перекодування з двійників у початкові символи
5. Після зворотного перекодування видалимо пару спеціальних знаків 12 і на цьому завершимо роботу алгоритму-композиції. 
 зупинка
Нехай Н – композиція алгоритмів  та , яка побудована за нашим планом. Проілюструємо покрокову роботу алгоритму Н у використанні до вхідного слова P = aabaabbbba і переконаємось, що H(P)= ((P)):

застосування  до вхідного слова; поява одиниці сигналізує про закінчення  
зміщення одиниці вліво
одиниця зліва – сигнал до перекодування в алфавіт двійників; перекодування (заміни строкових букв на строкові)
виконання  в алфавіті двійників; поява двійки – сигнал про закінчення 
  зміщення двійки вліво до одиниці; пара 12 зліва – сигнал про повернення в початковий алфавіт
зворотне перекодування в початковий алфавіт; повернення в початковий алфавіт закінчено
останній етап: видалення спеціальних знаків и зупинка
Покажемо тепер повністю підготовлену композицію Н (з розміщеними у потрібному порядку групами формул)
H:
(1) - (8) – 2. Переміщення одиниці вліво і перекодування символів в їх двійники
(9) – (16) – 4. Переміщення двійки вліво до одиниці і зворотнє перекодування в початковий алфавіт
(17) – 5. Зупинка
(18)-(19) – 3. Змінений алгоритм  (в алфавіті двійників)
(20)-(21) – 1. Змінений алгоритм 
Побудуємо послідовність застосування формул побудованого алгоритму Н до нашого слова P = aabaabbbba:
    



 
Як можна замітити, побудований у відповідності з формальним способом алгоритм H=() видався достатньо громіздким. Тому для нескладних НАМ краще використовувати інший підхід: перш за все треба зрозуміти яку задачу вирішує кожен з алгоритмів  та , після цього треба послідовність цих задач об’єднати в загальну задачу і, в решті-решт, побудувати алгоритм для вирішення цієї загальної задачі. Такий алгоритм і буде композицією початкових алгоритмів. 
У нашому прикладі алгоритм  замінює на символ а тільки перше входження abb, а алгоритм  видаляє тільки перше входження b. Отже, послідовне застосування спочатку , а потім  призводить до того, що спочатку у вхідному слові най лівіше входження abb замінюється на a, а потім в отриманому слові видаляється най лівіший символ b. НАМ , що вирішує таку задачу, може бути, наприклад, таким:

Перевіримо роботу  на тому ж вхідному слові P = aabaabbbba:

Неважко побачити, що  еквівалентний алгоритму Н (що побудований по формальному плану) і, отже, також являється композицією заданих алгоритмів  та . Але алгоритм був отриманий неформально, як рішення нової задачі: замінити у слові перше входження abb на символ а, після чого в отриманому слові видалити перше входження b.























3. Висновок
В теорії алгоритмів було сформульовано поняття обчислювальної машини і доведено, що для перетворення інформації не обов’язково будувати спеціалізовані обчислювальні прилади: все можна зробити на одному універсальному приладі за допомогою підходящої програми і відповідного кодування.
Будь-яка обчислювальна функція може задаватись різними алгоритмами (різними програмами для обраного універсального виконавця) і може бути обчислена за допомогою будь-якого універсального виконавця: машин Тьюрінга, нормальних алгоритмів Маркова, і т.п., але існує і алгоритмічно нерозв’язні функції. 
Проте алгоритмічно нерозв’язаність задачі того чи іншого класу зовсім не означає неможливість рішення будь-якої конкретної задачі з цього класу. Мова йде про неможливість рішення всіх задач даного класу одним і тим самим підходом.
Формалізація поняття алгоритму дозволила дослідити існування задач, для яких немає алгоритмічних рішень 
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