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ВСТУП

Сучасне суспільство стрімко розвивається. Тому в зв'язку з цим люди змушені вирішувати безліч різноманітних проблем, зокрема, побутові, наукові, шукати засоби і способи їх вирішення. Будь-якому математику (і вченому взагалі) дуже часто доводиться зіштовхуватися з нескінченними послідовностями цілих додатніх чисел. Якщо послідовність проста, як наприклад, послідовність чисел, які збільшуються вдвічі (1, 2, 4, 8, 16,…) чи послідовність квадратів (1, 4, 9, 16, 25,…), то вона стане зрозумілою одразу ж. Не кожен математик не зможе дізнатися числа Фібоначчі (1, 1, 2, 3, 5, 8...) або трикутні числа (1, 3, 6, 10, 15, 21 ...).
Якщо ж послідовність не дуже відома, то можна витратити багато часу у пошуках рекурентного або не рекурентного закону, що задає її. (Закон є рекурентним, якщо обчислення наступного члена вимагає знання попередніх членів; не рекурентна формула дає п-й член, не вимагаючи знання попередніх.) Важко тому вірити, що тільки у 1973 році в США був виданий «Довідник числових послідовностей». У цій безцінній книзі складеною Н. Дж. А. Слоуном описано більше 2300 цілочисельних послідовностей, кожна з яких має свій номер.
В математиці можна виділити два основних напрями: один вивчає неперервні об'єкти, інший - дискретні. Між цими напрямками існує багато зв'язків. Одним із методів їх встановлення є метод твірних функцій, який широко використовуються в математиці. Гармонійне поєднання теоретичного та прикладного аспектів робить ці функції однаково привабливими і цікавими як суто для математики, так і для інших галузей знань. Дана робота присвячена розгляду твірних функцій, актуальність яких полягає у використанні отриманих результатів при розв'язуванні певного класу задач, а саме з комбінаторики, теорії послідовностей.
Метою роботи є розкрити поняття твірної функції та дослідити їх застосування.
Завдання роботи:
уточнити поняття твірної функції та її  властивості;
визначити дії над твірними функціями, їх диференціювання та інтегрування;
обґрунтувати особливості  використання твірних функцій у теорії ймовірностей;
дослідити запис твірних функцій для послідовностей чисел Каталана, Фібоначчі та циклів перестановок.
Об’єктом роботи є процес використання твірних функцій.
Предметом роботи виступають теоретичні та методологічні аспекти застосування твірних функцій.
При дослідженні даної теми використовуються загальні методи математичного аналізу.
Результати роботи можуть бути використані при дослідженні питань теорії функцій.
Робота складається з вступу, двох розділів, висновків, переліку використаних джерел. 













РОЗДІЛ 1
ТЕОРЕТИЧНІ ЗАСАДИ ТВІРНИХ ФУНКЦІЙ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ

1.1. Поняття твірної функції та її  властивості







Ідея твірної функції дуже проста. Співставимо послідовності  степеневий ряд . Вчинивши так ми використовуємо до вивчення дискретних об’єктів сильний арсенал засобів математичного аналізу . Зауважимо, що в розглянутих нижче прикладах степеневі ряди збігаються в деякому околі нуля, хоч існує теорія формальних степеневих рядів , яка і розглядає степеневі ряди , які збігаються тільки в точці 0. Справедлива теорема єдності : якщо при деякому додатному «с» функція f(х)представлена у вигляді степеневого ряду  на інтервалі (-с;с), то коефіцієнти ряду знаходяться однозначно. Існують і інші конструкції твірної функції. Ми будемо використовувати відомі із базового курсу математичного аналізу властивості степеневих рядів без додаткових умов [8].
Метод твірних функцій дуже продуктивний, зокрема при розв’язуванні комбінаторних задач. Наведемо деякі приклади [1, 4, 10].
1. Найбільш відомим прикладом твірної функції, є звичайно, біном Ньютона


. (1)


Тут  – біноміальні коефіцієнти ( число комбінацій із n по k, тобто число k- елементної підмножини n- елементної множини).
2. Можна розширити поняття біноміального коефіцієнта на випадок коли число n не є натуральним :




Відповідна твірна функція – це вже не многочлен, як (1), а степеневий ряд, сума якого на проміжку (-1;1) рівна , тобто справедлива рівність


 (2)


При натуральних значеннях  формула (2) перетворюється в (1)

3. Важливі одиничні випадки формули (2) одержимо при α=-1, α=-2.




Це формула суми нескінченно спадної геометричної прогресії зі знаменником –х.





Замінивши в цій формулі х на –х, одержимо, що твірною функцією послідовності 1, 2, 3… є функція .

4. Застосування твірних функцій дозволяє довести деякі комбінаторні формули, які в іншому випадку отримати було б важко. Наведемо приклад такого роду. Розклад функції  в степеневий ряд має вигляд


.


Тому справедлива рівність





Прирівнюючи коефіцієнти при  в лівій і правій частинах, одержимо




Ця формула має прозорий комбінаторний зміст, але довести її непросто. Ще в 80-ті роки ХХ століття з’явилися публікації, присвячені цьому сюжету.




5. Поняття твірної функції, використане вище, можна розглядати по-різному. Наприклад, послідовність може залежати не від одного, а від двох індексів . Зрозуміло, будь-яку послідовність можна розкласти в лінію, але це не завжди виглядає природно. Такій послідовності можна співставити твірну функцію . Наприклад, для чисел  така функція має вигляд . Видозмінимо цей вираз:


.

Тобто, вивчаючи останню функцію, можемо дослідити властивості всіх біноміальних коефіцієнтів одночасно.
Нехай a0, a1, a2, …, an, … - послідовність дійсних чисел.
  Вираз   називається твірною функцією послідовності  a0, a1, a2, …
 З формули бінома Ньютона при у = 1 маємо
 . 
Таким чином,  являється твірною функцією для біноміальних коефіціентів.
Нехай f(x) і g(x) – многочлени.
  Якщо  , то  називається розкладанням 
  ТЕОРЕМА 1. Для будь-якого m має місце розкладання  [2]
  ТЕОРЕМА 2. При всіх  n ≥ 0 маємо  [2]
Розглянемо приклад.
В урні заходиться 4 червоних, 5 синіх і 2 зелених шара. а) Скільки існує способів вибора 7 шарів з урни? б) Скільки існує способів вибора з урни 7 шарів, якщо 1 шар червоний і 2 синіх.
а) твірна функція має вигляд (1 + х + х2 + х3 + х4)(1 + х + х2 + х3 + х4 + х5)(1 + х + х2), і кількість способів вибора 7 шарів дорівнює коефіцієнту при х7.
б) необхідно врахувати, що 1 витягнутий шар червоний, відповідний многочлен має вигляд (х + х2 + х3 + х4), що представляє витягування 1, 2, 3 або 4 червоних шарів. Точно також, враховуючи, що 2 витягнутих шара сині, відповідний многочлен повинен мати вигляд (х2 + х3 + х4 + х5). Таким чином, твірний многочлен має вигляд (х + х2 + х3 + х4) (х2 + х3 + х4 + х5) (1 + х + х2), і кількість способів вибора 7 шарів дорівнює коефіціенту при х7.




2.1. Дії над твірними функціями, їх диференціювання та інтегрування. 

Для розгляду таких дій доцільно систематизувати наступні теореми:
 ТЕОРЕМА 3. Твірна функція, n-ий коефіцієнт якої дорівнює кількості способів, якими можна розкласти n нерозрізнених об’єктів по n ящиках за умови, що деякі ящики можуть бути пустими, або, що еквівалентно, дорівнює кількості розбиття числа n на групи, що містять n або менше чисел, сума яких дорівнює n, має вигляд [7]

Розглянемо кількість способів розбиття числа n на групи, що містять n або менше різних чисел. Таким чином, кожне число може ввійти в задану суму тільки один раз. Наприклад, число 4 можна представити або як число 4, або як 1 + 3. В кожному представленні числа n у вигляді суми різних чисел будь-яке число, менше або дорівнює n, може входити в суму або не входити. Тому твірна функція має вигляд 
Розподіл 12 предметів по 4 ящикам можна зобразити як показано на діаграмі Фере.
Якщо судити по рядкам, то видно, що в перший ящик поміщено 1 предмет, в другий 3 предмета, в третій – 4 предмета, а в четвертий – 4 предмета. Якщо ж судити по стовпцям, то в першому ящику знаходиться 4 предмета, в другому – 3 предмета, в третьому- 3 предмета і в четвертому – 2 предмета.
ТЕОРЕМА 4. Кількість способів розміщення n предметів в k ящиках за умови, що деякі ящики можуть бути пустими, дорівнює кількості розміщень n предметів по ящикам за умови, що в кожному ящику буде знаходитися не більше k предметів. Крім того, кількість способів розміщення n предметів в k ящиках, де жоден ящик не может бути пустим, дорівнює кількості розміщень n предметів по ящикам за умови, що в кожному ящику може знаходитися не більше ніж k предметів і хоча б один ящик містить k предметів [6].
ТЕОРЕМА 5. Кількість способів розбиття числа n на групи, що містять k або менше чисел, дорівнює кількості способів розбиття числа n на групи, що містять n або менше чисел, при яких жодне число з групи не перевищує k.  Крім того, кількість способів розбиття числа n на групи, що містять рівно k чисел, дорівнює кількості способів розбиття числа n на групи, що містять n або менше невід’ємних цілих чисел, коли найбільше число в кожній групі дорівнює k [6].
ТЕОРЕМА 6. Твірна функція, що описує кількість способів розбиття числа n на групи з k або менше невід’ємних цілих чисел, має вигляд [6]
(1 + х + х2 + ...)(1 + х2 + х4 + ...)(1 + х3 + х6 + ...) ... (1 + xk + x2k + …)
або  
  ТЕОРЕМА 7. Твірна функція, що описує кількість способів розбиття числа n на групи, що містять k невід’ємних чисел, сума яких дорівнює n, має вигляд [6]
xk (1 + х + х2 + ...)(1 + х2 + х4 + ...)(1 + х3 + х6 + ...) ... (1 + xk + x2k + …)
або 
Експонентні твірні функції
Нехай 
ех = е(х) = 
  ТЕОРЕМА 8. Для будь-якого невід’ємного числа n справедливо  [8]
  ТЕОРЕМА 9. 
а) 
б) 
в) 
Знайти експоненціальну функцію для опису кількості способів розміщення n гостей в трьох кімнатах за умови, що в першиій кімнаті знаходиться хоча б один гість, непарна кількість гостей знаходиться в другій кімнаті і парна кількість – в третій кімнаті. Твірна функція задається виразом
=
тому коефіцієнт при  дорівнює  
ТЕОРЕМА 10. Кількість способів розміщення n різних об’єктів в k різних ящиках за умови, що жоден з ящиків не буде пустим і 1 ≤ k ≤ n, дорівнює  [10]

  ТЕОРЕМА 11. Кількість способів розміщення n різних об’єктів в k нерозрізнених ящиків за умови, що жоден з ящиків не буде пустим і 1 ≤ k ≤ n, дорівнює

де {} – множина чисел Стірлінга другого роду.












РОЗДІЛ 2
ПРИКЛАДНИЙ АНАЛІЗ ПОРЯДКУ ЗАСТОСУВАННЯ ТВІРНИХ ФУНКЦІЙ

2.1. Особливості  використання твірних функцій у теорії ймовірностей 




Нехай  дискретна випадкова величина, що приймає цілі невід’ємні значення 0, 1, 2, 3... з ймовірністю ,  [1].
Означення. Твірною функцією (генератрисою) цієї випадкової величини називають функцію



, , (1)

або  (2)

Властивості твірної функції


1. 

2. 


Дійсно, згідно (2) .



3. Якшо ,  - незалежні випадкові величини, то 

Дійсно, для незалежних випадкових величин математичне сподівання добутку дорівнює добутку математичного сподівання 


.

4. Між розподілом випадкової величини і твірною функцією існує взаємно однозначна відповідність.

Дійсно, якщо задана твірна функція, то її можна розкласти в ряд Тейлора коефіцієнти якого , і навпаки, якщо відомо розподіл випадкової величини, то за формулою (1) ми можемо знайти твірну функцію.


Приклад. Геометричний розподіл , , тоді





Приклад. Біноміальний розподіл ,



, тоді 



Означення. Функцію  називають характеристичною функцією випадкової величини 

Означення. Факторіальним моментом п-го порядку випадкової величини  назвемо


 (3)



З останньої формули будемо мати , , ....


ТЕОРЕМА. Якщо для випадкової величини існує факторіальний момент п-го порядку, то існує лівостороння похідна в точці 1 п-го порядкуцієї твірної функції  [2].
Доведення. Оскільки степеневий ряд можна почленно диференціювати, то продиференціювавши (1) п раз отримаємо


 (4)

За умовою існує факторіальний момент п-го порядку


 (5)



Якщо підставити в формулу (4) , то ми отримаємо (5), тобто існує . Теорема доведена.

Зауваження. .











ТЕОРЕМА. (Гранична теорема для твірних функцій) Нехай  полідовність дискретних випадкових величин, що мають закони розподілу , ,  і сума .  - дискретна випадкова величина з розподілом , тоді для того, щоб при фіксованому ,  , щоб послідовність характеристичних функцій збігалися необхідно і достатньо, щоб для довільного фіксованого п:  [1].



Доведення. Нехай , тоді  


Для сум  і будемо мати







Для довільного фіксованого  виберемо таке N, щоб , аналогічно можна вибрати таке N, що .
Зафіксуємо більший з вибраних номерів N,






Якщо , то 

Таким чином 










.


За умовою , тому .


Перейшовши до границі при  бачимо 


Продиференціювавши обидва ряди аналогічно покажемо, що , . Теорема доведена.


2.2. Розгляд запису твірних функцій для послідовностей чисел Каталана, Фібоначчі та циклів перестановок

Твірна функція для чисел Каталана
Розглянемо який-небудь арифметичний вираз і витремо все, крім дужок. Одержимо деяку систему відкритих і закритих дужок (додаток А). 
По-перше, відкритих дужок рівно стільки, скільки і закритих. По-друге, ні в якому по початковому відрізку кількість закритих дужок не може виявитися більшою кількості відкритих дужок. Наприклад, розміщення )( і ((()))( неправильні. Не тяжко довести що ці дві умови не тільки необхідні, але і достатні (додаток Б).


Розглянемо декілька прикладів. Одна пара дужок може виглядати єдиним способом: (). Дві пари – двома способами: ()() або (()). Три пари – п’ятьма способами: ()()(), ()(()),(())() або ((())). Чотири пари, в чому не тяжко переконатися, - чотирнадцятьма способами. Щоб зрозуміти, скількома способами можуть виглядати правильно розміщені п’ять пар дужок, розглянемо закриваючу дужку, парну до першої відкриваючої дужки. Останні чотири пари тоді розділяться на дві групи: розміщені в середині розглянутої пари і розміщеної справа від неї. (Розуміється, будь-яка із цих груп може складатися з нуль дужок.) Способів, коли всі чотири пари всередині або всі чотири справа, - по чотирнадцять в кожному випадку. Коли три пари всередині, а одна справа, - 5 способів. Стільки ж – коли одна всередині, а три справа. Нарешті, коли дві пари всередині, а дві справа, маємо  способи. Отже,  способи [6].
Приклад. Розглянемо добуток. Зітремо всі закриваючі дужки, після чого замінимо всі букви на закриваючі дужки і останню із них зітремо: Як бачимо одержимо правильне розміщення дужок. (На рисунках 1 і 2 показано і інші приклади.)



Нехай маємо правильне розміщення п пар дужок. Першій відкриваючій дужці відповідає деяка закриваюча. Між ними розміщена правильне розміщення деякого числа (нехай т) пар дужок. Після позначеної закриваючої дужки знаходиться правильне розміщення (п-т-1) пар дужок. Припущення  необхідно для того, щоб ці міркування були справедливі для довільних . Навпаки якщо дані правильні розміщення т і п-т-1 пар дужок при деякому , то таким методом одержуємо єдине розміщення п пар дужок. Звідси випливає рекурентна формула





Нехай  - твірна функція послідовності Каталана. Тоді






Звідси одержуємо квадратне рівняння відносно функції : .
Розв’язуючи його, одержуємо


 .



Оскільки , розв’язком є функція  .


Розклавши функцію  в ряд за формулою




Одержуємо





Ця формула цікава тим, що пряме доведення того, що при довільному п число  ділиться на п+1, не є простим.


Числа Фібоначчі





[bookmark: _GoBack]Числа Фібоначчі знаходяться за наступним правилом:  при . Спробуємо отримати формулу, що виражає  безпосередньо через . Один із шляхів до розв’язання цієї задачі – побудова твірної функції [5]. Нехай


 (1)


Виділимо в (1) два перших доданки, а в решту підставимо вираз 

Одержимо

 

Бачимо, що





Використовуючи ці рівності, одержимо 

Ми отримали лінійне рівняння відносно функції .


(2)




Позначимо через  та  корені квадратного тричлена  Маємо





Тоді 

Як відомо, існують такі числа А і В, для яких 






Перетворюючи вираз для функції , одержимо


 (3)





Тут використані формула  при α=-1 і заміна  в першому доданку на  , а в другому – на . За теоремою єдності, поданій у вступі, із (1) і (3) випливає рівність


 (4)




Ми отримали просту формулу для обчислення чисел Фібоначчі. Участь в ній ірраціонального числа  виглядає несподівано. При більших  доданок  стає надзвичайно малим, тобто справедлива наближена рівність

 .


Число  – відоме в давнину, як золотий переріз, тобто це відношення, в якому потрібно розділити відрізок таким чином, щоб відношення всього відрізку до більшої частини дорівнювало відношенню більшої частини до меншої.
Звернемо увагу на те, як ми отримали формулу (4): ми почали зі степеневого ряду (1), потім ніби про степеневий ряд забули (2), але тільки для того, щоб знову вернутись до нього на новому рівні (3). Такий відступ дозволив отримати цю формулу.

ВИСНОВКИ


У роботі були розглянуті основні найважливіші властивості твірних функцій, а також показано на прикладах їх способи застосування.
Перший розділ даної роботи присвячений основним теоретичним відомостям. Зокрема, було введено поняття твірної функції, а також розглянуто задачі, що приводять до цього поняття (біном Ньютона, задачі про щасливі білети, про 100 кульок). Розглянуто найважливіші властивості твірної функції: лінійність, зсуви вліво та вправо; операції інтегрування та диференціювання, застосування у теорії ймовірностей.
У другому розділі роботи розглядаються конкретні практичні застосування твірних функцій, а саме: послідовності чисел Каталана, Фібоначчі, цикли перестановок.
Було показано, що твірні функції дають змогу значно швидше отримати результат при знаходженні довільних членів відомих послідовностей чисел, при розв’язуванні задач з комбінаторики.
В даний час теорія твірних функцій широко досліджується. Вона знаходить своє застосування в математичному аналізі, алгебрі, теорії ймовірностей, а також у фізиці.
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Додаток А
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Додаток Б

[image: ]


















image2.wmf

image46.wmf
(

)

(

)

t

f

e

it

x

x

j

=


oleObject48.bin

oleObject49.bin

oleObject50.bin

image47.wmf
[

]

(

)

(

)

1

1

+

-

×

×

-

=

n

M

M

n

x

x

x

x

K


oleObject51.bin

image48.wmf
[

]

x

x

M

M

=

1


oleObject52.bin

image49.wmf
[

]

(

)

x

x

x

x

x

M

M

M

M

-

=

-

=

2

2

1


oleObject53.bin

oleObject2.bin

image50.wmf
[

]

(

)

(

)

1

n

n

M

x

j

x

=


oleObject54.bin

image51.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

n

k

k

k

n

z

p

n

k

k

k

z

-

¥

=

+

-

×

×

-

=

å

1

1

0

K

x

j


oleObject55.bin

image52.wmf
[

]

(

)

(

)

(

)

(

)

k

k

n

p

n

k

k

k

n

M

M

1

1

1

1

0

+

-

×

×

-

=

+

-

×

×

-

=

å

¥

=

K

K

x

x

x

x


oleObject56.bin

image53.wmf
1

=

z


oleObject57.bin

image54.wmf
(

)

(

)

[

]

n

n

M

x

j

x

=

1


oleObject58.bin

oleObject3.bin

image55.wmf
(

)

1

x

j

x

¢

=

M


oleObject59.bin

image56.wmf
,...

,

2

1

x

x


oleObject60.bin

image57.wmf
{

}

(

)

k

p

n

P

n

k

=

=

x


oleObject61.bin

image58.wmf
k

n

,...,

2

,

1

,

0

=


oleObject62.bin

image59.wmf
N

k

Î


oleObject63.bin

image3.wmf
2

012

n

n

аахахаx

+++++

KK


image60.wmf
(

)

1

=

å

n

n

k

p


oleObject64.bin

image61.wmf
x


oleObject65.bin

oleObject66.bin

image62.wmf
z


oleObject67.bin

image63.wmf
[

]

1

;

0

Î

z


oleObject68.bin

image64.wmf
(

)

(

)

z

z

k

k

V

x

j

j

=

®¥

lim


oleObject4.bin

oleObject69.bin

image65.wmf
(

)

n

n

k

p

k

p

=

®¥

lim


oleObject70.bin

image66.wmf
(

)

n

n

k

p

k

p

=

®¥

lim


oleObject71.bin

image67.wmf
(

)

(

)

=

-

z

z

k

V

x

j

j


oleObject72.bin

image68.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

å

å

å

å

¥

+

=

¥

+

=

=

¥

=

-

+

-

=

-

=

1

1

0

0

N

n

n

n

N

n

n

n

N

n

n

n

n

n

n

n

n

z

p

z

k

p

z

p

k

p

z

p

k

p


oleObject73.bin

image69.wmf
(

)

å

¥

+

=

1

N

n

n

n

z

k

p


image4.wmf
2

012

n

n

аахахаx

+++++

KK


oleObject74.bin

image70.wmf
å

¥

+

=

1

N

n

n

n

z

p


oleObject75.bin

image71.wmf
(

)

z

z

z

z

k

p

N

N

n

n

N

n

n

n

-

=

£

+

¥

+

=

¥

+

=

å

å

1

1

1

1


oleObject76.bin

image72.wmf
e


oleObject77.bin

image73.wmf
3

1

1

e

<

-

+

z

z

N


oleObject78.bin

image74.wmf
3

1

e

<

å

¥

+

=

N

n

n

n

z

p


oleObject5.bin

oleObject79.bin

image75.wmf
(

)

(

)

(

)

å

å

=

=

-

£

-

N

n

n

n

n

N

n

n

n

n

z

p

k

p

z

p

k

p

0

0


oleObject80.bin

oleObject81.bin

image76.wmf
(

)

(

)

3

0

e

<

-

å

=

N

n

n

n

n

z

p

k

p


oleObject82.bin

image77.wmf
(

)

(

)

e

e

e

e

j

j

V

x

=

+

+

<

-

3

3

3

z

z

k


oleObject83.bin

image78.wmf
(

)

x

x

j

j

®¥

®¥

®

Þ

®

k

n

k

n

k

p

k

p


oleObject84.bin

image5.wmf
i

a


image79.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

K

+

+

+

=

2

2

1

0

z

k

p

z

k

p

k

p

z

k

x

j


oleObject85.bin

image80.wmf
(

)

K

+

+

+

=

2

2

1

0

z

p

z

p

p

z

x

j


oleObject86.bin

image81.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=

+

+

+

£

=

+

+

+

£

K

K

2

0

2

2

1

0

0

z

z

k

p

z

z

k

p

z

k

p

k

p

k

p

k

x

j


oleObject87.bin

image82.wmf
(

)

z

z

k

p

-

+

=

1

0


oleObject88.bin

image83.wmf
(

)

(

)

z

z

k

V

x

j

j

®


oleObject89.bin

oleObject6.bin

image84.wmf
(

)

(

)

(

)

z

k

p

z

z

z

x

V

j

j

£

£

-

-

0

1


oleObject90.bin

image85.wmf
0

®

z


oleObject91.bin

image86.wmf
(

)

0

0

p

k

p

®


oleObject92.bin

image87.wmf
(

)

1

1

p

k

p

®


oleObject93.bin

image88.wmf
¥

®

k


oleObject94.bin

image6.wmf
2

(1)

012

knn

nnnnn

xxxxx

kn

æöæöæöæöæö

++++++=+

ç÷ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèøèø

KK


image89.wmf
4

2

2

=

×


oleObject95.bin

image90.wmf
42

14

5

2

2

5

14

=

+

+

×

+

+


oleObject96.bin

image91.wmf
1

0

=

k


oleObject97.bin

image92.wmf
n

m

<


oleObject98.bin

oleObject99.bin

image93.wmf
å

-

=

-

-

=

1

0

1

n

m

m

n

m

n

k

k

k


oleObject7.bin

oleObject100.bin

image94.wmf
(

)

K

+

+

+

=

2

2

1

0

x

k

x

k

k

x

K


oleObject101.bin

image95.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

1

1

1

1

0

1

2

1

0

1

1

0

1

1

0

2

0

2

2

1

0

2

2

1

0

2

x

x

K

x

x

k

k

x

K

x

k

x

k

x

k

k

x

k

k

k

k

k

x

k

x

k

k

x

k

x

k

k

x

K

n

n

m

m

n

m

n

m

-

=

-

-

+

=

+

+

+

+

=

=

+

+

+

+

+

=

=

+

+

+

+

+

+

=

-

-

=

-

-

-

å

K

K

K

K

K

K


oleObject102.bin

image96.wmf
(

)

x

K


oleObject103.bin

image97.wmf
(

)

(

)

0

1

2

=

+

-

x

K

x

xK


oleObject104.bin

image98.wmf
(

)

x

x

x

K

2

4

1

1

-

±

=


image7.wmf
(

)

!

!

!

k

n

k

n

k

n

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ


oleObject105.bin

image99.wmf
(

)

1

0

=

K


oleObject106.bin

image100.wmf
x

x

2

4

1

1

-

-


oleObject107.bin

image101.wmf
x

4

1

-


oleObject108.bin

oleObject109.bin

image102.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

+

=

+

-

×

×

×

×

=

n

n

n

n

n

n

n

n

k

n

n

2

1

1

!

1

!

!

2

!

1

1

2

3

1

2

K


oleObject110.bin

oleObject8.bin

image103.wmf
÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

n

n

2


oleObject111.bin

image104.wmf
0112

1,

nnn

FFFFF

--

===+


oleObject112.bin

image105.wmf
1

n

>


oleObject113.bin

image106.wmf
n

F


oleObject114.bin

image107.wmf
n


oleObject115.bin

image8.wmf
(1)(1)

!

k

k

k

a

aaa

æö

--+

=

ç÷

èø

K


image108.wmf
0

()

k

k

k

xFx

j

¥

=

=

å


oleObject116.bin

image109.wmf
12

nnn

FFF

--

=+


oleObject117.bin

image110.wmf
122

02121212

22222

()()11

kkkkk

kkkkkk

kkkkk

xFFxFFxxFxFxxxFxxFx

j

¥¥¥¥¥

--

------

=====

=+++=+++=+++

ååååå


oleObject118.bin

image111.wmf
12

12

22

()1,().

kk

kk

kk

FxxFxx

jj

¥¥

--

--

==

=-=

åå


oleObject119.bin

image112.wmf
2

()1(()1)().

xxxxxx

jjj

=++-+


oleObject120.bin

oleObject9.bin

image113.wmf
()

x

j


oleObject121.bin

image114.wmf
2

2

2

2

()1()(),

()()()1,

()(1)1,

1

().

1

xxxxxxx

xxxxx

xxx

x

xx

jjj

jjj

j

j

=++-+

--=

--=

=

--


oleObject122.bin

image115.wmf
1

x


oleObject123.bin

image116.wmf
2

x


oleObject124.bin

image117.wmf
2

1.

xx

+-


oleObject125.bin

image9.wmf
(1)

x

a

+


image118.wmf
2

1

2

10,

145,

1515

,

22

1551

.

22

xx

D

x

x

+-=

=+=

--+

==-

-+-

==


oleObject126.bin

image119.wmf
12

1

().

()()

x

xxxx

j

=

--


oleObject127.bin

image120.wmf
12

2

().

51155115

()()

1

2222

1

155115511551

()()()()

222222

AB

x

xxxx

AxBxAxBxAB

AB

xx

xxxxxx

j

=+

--

-+-+

-+++-+

=+==

--

+-+-+-

+-+-+-


oleObject128.bin

image121.wmf
0,

,,

,,,

5115

(15)(15)2(15)()(15)2

22

AB

ABAB

ABBB

AB

+=

ì

=-=-

ìì

ïïï

ííí

-+

-++=--++=

-+

ïï

îî

ï

î


oleObject129.bin

image122.wmf
1

,

,

,

5

,,.

1

1

(1515)2

5

5

A

AB

AB

B

B

B

ì

=-

=-

ì

ï

=-

ì

ïïï

ííí

=

+-+=

ï

î

ïï

=

î

ï

î


oleObject130.bin

oleObject10.bin

image123.wmf
()

x

j


oleObject131.bin

image124.wmf
11

00

11221122

()(1)(1).

kk

kk

AxBxAxBx

x

xxxxxxxx

j

¥¥

--

==

æöæö

=----=--

ç÷ç÷

èøèø

åå


oleObject132.bin

oleObject133.bin

image125.wmf
x


oleObject134.bin

image126.wmf
1

x

x


oleObject135.bin

image127.wmf
2

x

x


image10.wmf
(1)

01

k

xxx

k

a

aaa

æöæöæö

++++=+

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø

KK


oleObject136.bin

image128.wmf
(

)

(

)

11

11

12

15115

.

22

5

kk

k

kk

AB

F

xx

++

++

éù

æöæö

+-

êú

=--=-

ç÷ç÷

ç÷ç÷

êú

èøèø

ëû


oleObject137.bin

image129.wmf
5


oleObject138.bin

image130.wmf
k


oleObject139.bin

image131.wmf
1

115

2

5

k

+

æö

-

-

ç÷

ç÷

èø


oleObject140.bin

image132.wmf
1

2

5

1

5

1

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

»

k

F


oleObject11.bin

oleObject141.bin

image133.wmf
15

2

+


oleObject142.bin

image134.png
((lableid ) («

s

((lableid ) (CX

(allbcid )




image135.png
3
{albled 1)) (i

((abllcd ) 0y




image136.png
(ab)

((ab))

(alze))




image11.wmf
a


oleObject12.bin

oleObject13.bin

image12.wmf
123

(1)1

xxxx

-

+=-+-+

K


oleObject14.bin

image13.wmf
223

(1)1234

xxxx

-

+=-+-+

K


oleObject15.bin

image14.wmf
2

(1)

x

-

-


oleObject16.bin

image15.wmf
1

2

(14)

x

-

-


oleObject17.bin

image16.wmf
0

2

n

n

n

x

n

¥

=

æö

ç÷

èø

å


oleObject18.bin

image17.wmf
1

00

22

(14)

nn

nn

nn

xxx

nn

¥¥

-

==

æöæö

-=´

ç÷ç÷

èøèø

åå


oleObject19.bin

image18.wmf
n

x


oleObject20.bin

image19.wmf
0

22()

4

n

n

i

ini

ini

=

-

æöæö

=

ç÷ç÷

-

èøèø

å


oleObject21.bin

image20.wmf
,

nm

c


oleObject22.bin

image21.wmf
,

,

nm

nm

nm

cxy

å


oleObject23.bin

image22.wmf
n

m

æö

ç÷

èø


oleObject24.bin

image23.wmf
00

mn

nm

n

xy

m

¥¥

==

æö

ç÷

èø

åå


oleObject25.bin

image24.wmf
00000

1

((1))

1(1)

mnnmnn

nmnmn

nn

xyyxyx

mm

yx

¥¥¥¥¥

=====

æöæö

==+=

ç÷ç÷

-+

èøèø

ååååå


oleObject26.bin

image25.wmf
x


oleObject27.bin

image26.wmf
{

}

k

p

k

P

=

=

x


oleObject28.bin

image27.wmf
1

=

å

k

k

p


oleObject29.bin

image28.wmf
(

)

å

¥

=

×

=

0

k

k

k

z

p

z

x

j


oleObject30.bin

image29.wmf
1

£

z


oleObject31.bin

image30.wmf
(

)

x

x

j

Mz

z

=


oleObject32.bin

image31.wmf
(

)

1

1

=

x

j


oleObject33.bin

image32.wmf
(

)

1

£

z

x

j


oleObject34.bin

image33.wmf
(

)

1

£

£

=

x

x

x

j

z

M

Mz

z


oleObject35.bin

image34.wmf
n

x

x

x

h

+

+

+

=

...

2

1


oleObject36.bin

image35.wmf
i

x


oleObject37.bin

image1.wmf
01

,,,

n

ааа

KK


image36.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

z

z

z

z

n

x

x

x

h

j

j

j

j

×

×

×

=

...

2

1


oleObject38.bin

image37.wmf
(

)

(

)

=

×

×

×

=

×

×

×

=

=

+

+

+

n

n

n

Mz

Mz

Mz

z

z

z

M

Mz

z

x

x

x

x

x

x

x

x

x

h

j

...

...

2

1

2

1

2

1

...


oleObject39.bin

image38.wmf
(

)

(

)

(

)

z

z

z

n

x

x

x

j

j

j

×

×

×

=

...

2

1


oleObject40.bin

image39.wmf
(

)

(

)

!

0

k

p

k

k

j

=


oleObject41.bin

image40.wmf
1

-

=

k

k

pq

p


oleObject42.bin

oleObject1.bin

image41.wmf
,....

2

,

1

=

x


oleObject43.bin

image42.wmf
(

)

(

)

å

å

¥

=

¥

=

-

-

×

=

=

=

1

0

1

1

1

k

k

k

k

qz

pz

qz

pz

pq

z

x

j


oleObject44.bin

image43.wmf
(

)

k

k

n

k

n

n

k

p

q

C

k

P

p

-

=

=


oleObject45.bin

image44.wmf
n

,...,

2

,

1

,

0

=

x


oleObject46.bin

image45.wmf
(

)

(

)

(

)

å

=

-

+

=

=

n

k

n

k

n

k

k

n

q

pz

q

pz

C

z

0

x

j


oleObject47.bin

